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Aufgabenldsungen

Nachfolgend sind die Losungen der Monographie "Numerik fiir Naturwissenschaftler und
Ingenieure” gestellten Aufgaben kapitelweise zu finden. Um die Losungsschritte nachvoll-
ziehbar zu machen, wurden die einzelnen Aufgabenlosungen moglichst umfangreich be-
handelt.
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Kapitel 1
1) Mit dem Gaufi’schen Algorithmus findet man die Losung

071 _v2-213  71-25v2 2 100
V2142 V2142 Ti-s0v2 YT Va—142  71-50v2

Fiir die Berechnung von z bzw. y in Abhingigkeit von der Genauigkeit von ¢ = /2 sind
die Fehlerverstarkungsfaktoren zu bestimmen. Fiir

xr =

71 — 25¢ 100

=2 - _ -
ot) = 25— wnd v = -

erhilt man die absoluten Fehlerverstarkungsfaktoren

3550 5000

(71 —50t)
Die relativen Fehlerverstarkungsfaktoren ergeben sich zu

t'(t) _ 3550 WO
z(t)  (TL—50t)(7T1 — 25t)" a(t) t=vV2 7~ 0

ty'(t) 50ty (t)

y(t) — T1L—50t" y(t)

Die konkrete Berechnung von « bzw. y ergibt fiir unterschiedliche Ndherungen der Zahl
V2 =1,4142135. ..

V2A/141 2=143,000..., y=—200,000...
V2~ 1,414 2 =237666..., y=—333,333...
V21,4142 £ =245827..., y=—344827....

Im Vergleich mit den nahezu exakten Losungen

Y 25v/2 A 246,4014182. .., y= _ o
71 — 502

—_— —345,6358003 . ...
71 — 502

erkennt man die fatalen Auswirkungen der zu groben Naherungen fiir die Zahl v/2 auf die
Berechnung von  und y.

Die Erweiterung der Beziehungen fiir z(¢) und y(¢) mit dem Ausdruck 71 + 50t und die
Berticksichtigung von ¢? = 2 ergibt die Berechnungsformeln

() = 5082 N 355Ot ) = 7100 5000t
TR T T

die wesentlich kleinere absolute und relative Fehlerverstarkungsfaktoren besitzen und fiir
die obigen Néherungen von v/2 mit

V2rx141 2=246,036..., y=—345121...
V2~ 1414 2 =246382..., y=—345609...
V21,4142 £ =246400..., y=—345634.

wesentlich stabilere Ergebnisse ergeben.

2) Man unterteilt die Berechnung von « = b — v/b? — c in die vier Schritte
a) t1(b) = b2
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b) ta(t1) =t1 — ¢

Q) t(tz) = Viz

d)yz(t)=b-t.

In den Schritten 1 bis 3 erhélt man unter Beriicksichtigung von b* >> ¢ > 0 die Konditions-
zahlen

b
k= — -2

8t2t1 b2
ko = ~1
2 |8t t9 ¢ |
- |8“2|f| -1
57 ot t 2\/ w/ R

die allesamt harmlos sind. Die Kondition des 4. Schrittes ist

ox t —t-t —Vb?—c = |(b+\/62—c)\/b2—c| 27l)2>>1

_|8t| |:v(t)| | — Vb2 —c c c

fuhrt also insgesamt auf die Konditionszahl

202
R = k1k2k3k4 ~—>1 s
C

also ergibt sich die Instabilitit der Berechnungsformel.

Im Fall b ~ ¢ erkennt man, dass die Konditionzahl des 2. Schrittes mit
oty ) B
Oty to b2 —c

sehr grof$ wird, so dass auch in diesem Fall die Berechnungsformel instabil ist.

Die Verwendung der dquivalenten Berechnungsformel z = ;—7%— fiihrt auf die Berech-
nungsschritte
a) tl(b) = b2

b) tg(t1) =t —c
0) t3(t2) = Vi
d) t(ts) = b+ ts
e)x(t) =7 .

Als Konditionszahlen fiir die 5 Schritte erhilt man

1 bvb? —c

ki=2ky=1ks=z, ks =|—7|, ks =1,
1 2 3= 50 M4 |b n m| 5
so dass die Konditionszahl
bvb? — 0, b c
f= kakokskaks = [ \/7| { bose>0
klein bleibt und die Berechnungsformel damit stabil ist.

3) Die Berechnung wird mit den Schritten

a) z(x) = 22
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b) 22(21) =21+ 1

c) z3(22) = /22

d) z4(z3,2) = 23 +
e) z(z4) = i

durchgefiihrt. Es ergeben sich die Fehler

0z1 @
€ = —€p + Ty = 26, + Ty,
Oz
0z 21 n x? n
€z = €z Tzg = €z Tz
2 82’1 1 2 z2 1 2
323 22 1
623 = Z2 + 7-23 = 7622 + 7-23
822 23 2
) B 824236 +824a:6 - 2 +1 o 4
- Oz za ° Oxzg © ' VaZil —|—x \/x2 T+a =
0z 24
€, = T —€y +T,=—€,+T,.
0z4 2

Damit ergibt sich der Gesamtfehler

2 +1 x2 T
=T _(\/ﬂm+x172+1+\/m+x)6m
x2+1 1 1
\/4527—1-3:( Tt

2
Fiir den Betrag des Gesamtfehlers erhilt man im Fall von 22 >> 1 mit |7, |, |72, |, 725, [ Toa|s [72] <
7 die Abschidtzung

57Tz T ’7—23) + T — Ty T

lex] < |ex| + 47 .

Im Unterschied dazu ergibt die dquivalente Berechnungsformel z = /22 + 1 — x im Fall
z? > 1 einen wesentlich groferen Gesamtfehler. Probieren Sie es aus.

4) Die Berechnung von w = (1/z)? bedeutet

a) wi(z) =V
b) w(w:) = w? :
Mit 8811;1 wil = und 88175} lful =3 erhalt man
1
€w, = 5637 + Twys  €w = 3w, + Ty = §€.t + 57-1111 + Tw -

Die Berechnung von w = Vz3 bedeutet

a) wy(x) = 23

b) w(w,) = /wr .

Mit %wil =3 und %}"1% = 1 erhilt man

3
€w, = € + Ty,  €w = €y, + Ty = iew + §Tw1 + Tw -

Damit ist der Gesamtfehler bei der Berechnung von w mit der Formel w = v 3 geringer
als mit der Formel w = (/z)3.
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5) Es gilt fiir reelle Zahlen b offensichtlich

0<b-—[b]<1.
Esist
an = [(a—aEB ' = —an o B " —q, (E-"Y)E
(a—amE ' = —an 2B NE" —[(a— a1 B =+ —an_o B~ ") E" Y E- "V E"
= [{(a — alE_l — = a,HQE_(n_Q))E"_l — [(a — alE_l .= an72E—(”—2))E(n—1)]}E]
= [{B-[BI}E] =: [aF]

mit0 < « < 1. Damitist a,, > 0 und a,, = [@E] < E und die erste Behauptung ist bewiesen.
Mit a, 41 = [(a = X7_, a; E77)E"H] =: [a] < E ist offensichtlich auch

(a—> a;E7)E" < E,
j=1

da ja der Fall o = [o] moglich ist. Daraus folgt

n n
(a — z:ajE*j)E”+1 <FE < a- ZajEfj <E™.

Jj=1 J=1

Aus 0 < apt1 = [0 < a folgt insgesamt

Oga—ZajE_j < E7"
j=1

und damit die zweite Behauptung.

6) Fiir die inversen Matrizen errechnet man

10~4 1
bzw. Bl =~ .
Zw ( 10-4 —10-8 )

Mit der Spaltensummennorm ergeben sich die Konditionszahlen

A=

PN I[N [V
N|—= = N
NIRRT

cond(A) = ||A[|1|]A" |1 =4-2=8 bzw. cond(B) = ||B||1|[B~*||1 =~ 10001-1 = 10001 .
Fiir die Zeilensummennorm ergeben sich die Konditionszahlen

cond(A) = [|Al|sc||A e =42 =8 bzw. cond(B) = ||Bl|ec||B~"||o ~ 10000-1 = 10000 .
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Kapitel 2
1) Gaufd’scher Algorithmus:
1 -1 2 -1 2 1 -1 2 -1 2 1 -1 2 -1
-2 4 1 3|5 | =10 2 5 1|-1)] = (0 25 1
1 -3 -3 -2| 3 0 -2 =5 —-1] 1 0 0 0 O

Damit stimmen der Rang der Matrix A und der Rang der erweiterten Matrix A|b tiber-
ein (ist gleich 2), so dass das Gleichungssystem losbar ist. Als Losung findet man mit den
Parametern z3 = sund x4 = ¢

ro=—-1-5s—t, 1 =3—-2s+t+a,=3—-2s+t—1—-5bs—t=2—-7s, s,teR.

2) Als Nebenprodukt des Gaufs’schen Algorithmus

4 2 1 4 2 1 4 2 1
A= 1 4 2 | = I I )= [0 1 3
2 2 4 1% 0 0 3

erhélt man durch die Beriicksichtung der Faktoren zur Ezeugung von Nullspalten unter
den Kopfelementen

1 0 0 4 2 1
L= 1 10 und R=| 0 I I
2
% 2 1 0o 0 3
Fiir die Matrix B findet man
4 2 4 4 2 4
B=|242)|=1(030],
4 2 4 0 0 O
also fiir Lund R
1 0 O 4 2 4
L=|3 10 und R={ 0 3 0
1 0 1 0 0 O

3) Ausgehend vom Programm lr_gb.m erhilt man das nachfolgende Programm, das die
Aufgabe l0st.

Programm aufg23 zur LR-Zerlegung einer quadratischen Matrix A

input: Matrix a

output: untere Dreiecksmatrix 11 mit Einsen auf der Diagonale,
obere Dreiecksmatrix rr
z Permutationsmatrix entsprechend der Zeilenvertauschungen
es gilt zxa = llxrr

aufruf: [1ll,rr,z] = aufg23(a);

unction [1l1l,rr,z] = aufg23(a);

length(a(:,1));

eye(n);

1 = eye(n);

r = zeros(n,n);

# Elimination

for j=1l:n-1

# Pivotsuche

Ko N D e e S HE SR e 3
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apivot=abs (a(j, J));

p=Jji
for 1=j+1l:n
if (abs(a(l,j)) > abs(apivot))
apivot=a(l, j);
p=1;
endif
endfor
if (apivot != 0)

# Vertauschung der Zeilen j und p
for i=1:n
c=al(j,i);
a(j,i)=a(p,1);
a(p,i)=c;j

endfor

for i=1:n
pp=z (J,1);
z(j,1)=z(p,1);
z(p, 1) =pp;

endfor

# Elimination
for i=j+1l:n
a(i,J)=a(i, 3 /a3, ;i
for k=j+1l:n
a(i,k)=a(i,k)-a(i, j)~a(j,k);
endfor
endfor
endif
endfor
#
idet = 0;
amin = 10000;
for j=1l:n
if (a(n,3j) !'= 0)
idet = idet + 1;
endif
if (abs(a(n,j)) < amin)
amin = abs(a(n,J));
endif
endfor
if (idet == || amin < 1.0e-10)
disp(’Matrix singulaer’);
endif
#
for i=1:n
for j=1:n
if (1 <= 9)
rr(i,J) = a(i,J);
endif
if (1 > 9)
11(i,3) = a(i,3);
endif
endfor
endfor
# Ende des Programms

4) Als Verallgemeinerung des Programms aufg23.m erhilt man das nachfolgende Pro-
gramm, das die Aufgabe 16st.

# Programm aufg24 zur LR-Zerlegung und Rangberechnung einer Matrix A
# input: Matrix a(n,m), m>n

# output: untere Dreiecksmatrix 11 (n,n) mit Einsen auf der Diagonale,
# obere Dreiecks- bzw. Echolonmatrix rr (n,m)

# z Permutationsmatrix entsprechend der Zeilenvertauschungen
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# es gilt z*a = ll*rr

# ra Rang der Matrix a

# aufruf: [1ll,rr,z,ra] = aufg24(a);
function [11,rr,z,ra]l = aufg24(a);
n = length(a(:,1));

m = length(a(l,:));

z = eye(n);

11 = eye(n);

rr = zeros(n,m);

# Elimination

for j=l:m-1

# Pivotsuche
apivot=abs (a(j,3));

p=Ji
for 1=j+1:n
if (abs(a(l,j)) > abs(apivot))
apivot=al(l, j);
p=1;
endif
endfor
if (apivot != 0)

# Vertauschung der Zeilen j und p
for i=1:m

c=a(j,1);
a(j,1)=a(p,1);
a(p,i)=c;

endfor

for i=1:n
pp=z(3,1);
Z(jri):Z(pri);
z (p, 1) =pp;

endfor

# Elimination
for i=j+1l:n
a(i,j)=a(i, /a3, 3);
for k=j+1l:m
a(i,k)=a(i,k)-a(i,Jj)ra(j, k);
endfor
endfor
endif
endfor
#
if (n == m)
idet = 0;
amin = 10000;
for j=1:n
if (a(n,3j) '= 0)
idet = idet + 1;
endif
if (abs(a(n,j)) < amin)
amin = abs(a(n,3j));
endif
endfor
if (idet == || amin < 1.0e-10)
disp(’Matrix singulaer’);
endif
endif
#
for i=1:n
for j=1:m
if (1 <= 9)
rr(i,j) = a(i, J);
endif
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endfor
endfor
for i=1:n
for j=1:n
if (1 > 3)
11(i,3) = a(i,3);
endif
endfor
endfor
#
ra = 0;
for i=1l:n
if (abs(rr(i,m)) > 1.0e-10)
ra = ra + 1;
endif
endfor
# Ende des Programms

5) Die Entwicklung der Determinante der Permutationsmatrix P;; gemaifs dem Determi-
nantenentwicklungssatz nach der i-ten Zeile oder j-ten Spalte ergibt

det(Py;) = (=1)"" det(E,-1)

wobei E,,_; eine Einheitsmatrix vom Typ (n — 1) x (n — 1) ist, also die Determinante 1 hat.
Damit gilt det(P;;) = (—1)"*.

6) Die Erzeugung einer Nullspalte unter einem Diagonalelement einer Bandmatrix A mit
dem Gaufs’schen Algorithmus, z.B. in der j-ten Spalte wird durch die sukkzessive Multi-
plikation einer Matrix A von links mit Elementarmatrizen der Form

1
Li;(\) = . =t (Aw) ey
1
erreicht, wobei fiir j die Bedingung i < j < i + p gilt, d.h., L ist ebenfalls eine Bandmatrix
mit der Bandbreite 2p — 1. Von der Matrix A weiss man, dass unter den Diagonalelementen
@11, - ., a;—1j—1 bereits Nullen stehen. Die Multiplikation ergibt
A=LijA=(ay)

und fiir das Element a, gilt

n
Qi = E Al -
v=1

Wegen a,, =0 fiir k < vsowie A\;, =0fiirl < v <[+ pgilt

a, =0 fark>l+poderk<Il—p.
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Kapitel 3
1) Die Aussage iv) ergibt sich wegen
QQ'=QQ ' =E

und det(Q) = det(QT) sowie det(E) = 1 aus dem Determinantenmultiplikationssatz. Es
gilt

1 = det(E) = det(QQT) = det(Q) det(Q") = (det(Q))? = det(Q) = £1.

Wenn @)1 und @2 orthogonal sind, dann ist Ql_l = Q¥ bzw. Q5 '— Q¥ und es folgt wegen
der Eigenschaft (AB)T = BT AT fiir das Matrixprodukt

(@1Q2)" = Q3Q7 = Q;'Q7" = (1Q2)" Q2= Q5'Q1'Q1Q = Q' Q= E
also die Aussage v) des Satzes 3.1.
2) Sei @ ein Spaltenvektor aus dem R™ mit der Lange 1. Fiir die Householdermatrix H =
E —2qu” gilt

HT = (B - 2aa")" = ET —2(aa")" = F - 2(a")Td" = E - 2aua” = H .

Weiterhin gilt wegen %7

=1
HH" = (E-2aa")(F —2aa")
= E—2qa’ — 2aa” + daa” wia”
= E—dui’ +4ui’ =F.
3) Fiir die Ausgleichsgerade § = by + bz auf der Basis der Wertetabelle (zx,yx), k =
1,...,m entsteht fiir by, b; durch die notwendige Bedingung

OF OF

T

mit F(bo,b1) = 3770, (y — bo — bi1z)? das Gleichungssystem

( 27;‘7:11 Z;ﬂn—lxj)(bO):( z;r?:lyj )
Zj:l Ly Zj:l x? by Zj:l LjYj

Als Losung findet man

27'711 xj(yj —7)
bh=cm————, bo=7—bi.
> i1 (x5 — )

Die Gleichheit der Ausdriicke

PSR () und i@ —2)(y; — 9)
Yt zi(zy — ) iy (@ —7)(2; — @)

zeigt man leicht durch die jeweilige Erweiterung zum gemeinsamen Hauptnenner.

4) Entsprechend den Ausfithrungen im Abschnitt 3.3 kann man die Aufgabenstellung mit
Hilfe der Programme qr_gb.m und bestapprqr_gb.m 16sen. Im nachfolgenden Programm
ist die wahlweise Regression implementiert.
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, d.h. Matrix x(m,n), Vektor y(m,1)

log.lin. Regr.)

# Programm aufg34 zur linearen bzw. logarithmisch lin. Regression
# input: Tabelle x_11 x 12 ... x_In vy_1

# .

# x_ml x_m2 ... Xx_mn y_m

# Wahlparameter rtyp (0 --> lin. Regr., .ne. 0 ——>

# output: Koeffizienten r_0, r_1,...,r_n, Residuenvektor d

# verwendete Programme: gr_gb.m, bestapprqgr_gb

# aufruf: [r,d] = aufg34(x,y,rtyp);

function [r,d] = aufg34(x,y,rtyp);

m = length(x(:,1));

n = length(x(1l,:)); nl = n+l;

if (m < n || m == n)
printf (’zu wenig Messungen/Daten fuer die Regression’);
return

endif
c = zeros(m,nl);
if (rtyp == 0)

# lineare Regression
for i=1:m

cO0(i,1)=1;
for j=1l:n
cO (i, J+1)=x(i,3);

endfor
endfor
[c,t] = gr_gb(c0);
[r,d] = bestapprqr_gb(c,t,y);

else

itest = 0;

for i=1:m
if (y(i) < 0)
itest = 1;
endif
for j=1:n
if (x(i,73) < 0)
itest = 1;
endif
endfor
endfor
if (itest == 1)
printf (’Daten nicht vollst. positiv, Abbruch’);
return
endif
for i=1:m
cO0(i,1)=1;
b(i)=log(y(1));
for j=1:n
c0 (i, j+1)=log(x (i, ));
endfor
endfor
[c,t] = qr_gb(c0);
[r,d] = bestapprqr_gb(c,t,b);
r(l) = exp(r(l));
endif
# Ende des Programms

Zur Ermittlung eines funktionalen Zusammenhangs y = y(z) auf der Basis der Daten
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y

2
8
20
35
80

ergeben die Octave-Kommandozeilen

U1H>()JND—“><

=[1;2;3;4;5];
[2;8;20;35;80];
r,d] = aufg34(x,vy,1);

X
Yy
[
das Ergebnis r = (1,8459, 2,2227), so dass die logarithmisch lineare Regression den funk-
tionalen Zusammenhang

y(x) = 1,8459 - %2227
liefert. Die Komponenten dj, des Residuenvektors

d = (0,080203, —0,074134 , 0,059055 , —0,138859, 0,191847)7
geben Auskunft tiber die Fehler, und zwar gilt
dy = In(yr) — In(1,8459) — 2,2227 - In(zy) <= yj = e 1,8459 - 27 °%7 |

wobei k fiir die entsprechende Zeile der Messwerttabelle steht. Bei der logarithmisch linea-
ren Regression ergeben damit die Werte e+ eine Information iiber einen Storfaktor in der
angenommenen Beziehung, so dass Werte nahe bei 1 auf einen sinnvollen angenommenen
Zusammenhang hinweisen. Im Beispiel gilt

(eBr, etz eds eda ed5) = (1,08351, 0,92855, 0,94265, 0,87035, 1,21148) ,

so dass der Ansatz verniinftig ist. Im Unterschied dazu ergibt die lineare Regression, also
ein Ansatz der Form

y(l‘) =710+ MMz,
realisert durch die Kommandosequenz

=[1;2;3;4;5];
[2;8;20;35;80];
r,d] = aufg34(x,vy,0);

X

Yy

[

das Resultat r = (—25,9, 18,3) bzw. y(z) = —25,9 + 18,3 x mit dem Residuenvektor
d=(dy) = (96,27, -9, 12,3, 1447

also den Fehlern

di =y + 25,9 — 18,3, .

Daraus erkennt man, dass der lineare Ansatz y(xz) = 1y + riz keine akzeptable Beschrei-
bung der Messergebnisse liefert.

5) Die Losbarkeit des Minimumproblems folgt aus der Stetigkeit des Funktionals
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F(ro,r1,...,m,) und der Beschrdnktheit von F' nach unten durch 0. Notwendig fiir eine
Losung von (3.8) ist die Erfiillung des Gleichungssystems (3.9). Andererseits ist eine Lo-
sung von (3.9) auch eine Losung des Minimumproblems (3.8), da das Funktional konvex
ist.

Zum Nachweis von Aussage c) des Satzes 3.4 ist anzumerken, dass man durch einen Mess-
punkt (z1, y1) unendlich viele Geraden legen kann, d.h., es existieren unendlich viele Lo-
sungen (m = 1, n = 1). Hat man nur zwei Messpunkte gegeben, kann man durch diese
Messpunkte unendlich viele Ebenen (m = 2, n = 2) legen etc., d.h., die jeweiligen Matrizen
A des Normalgleichungssystems miissen notwendigerweise singuldr sein.
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Kapitel 4
1) Ist A eine Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen a;;, j = 1,...,n, dann ist
det(A — AE) = (a11 — N)(a22 = A) ... (@pn — A)

so dass die Diagonalelemente gerade die Eigenwerte sind.
Gilt A = C~' AC mit der reguldren Matrix C, dann gilt

det(A—AE) = det(C~YAC —XCTIC)
= det(C™H(A = AE)C) = det(C™ ') det(A — AE) det(C) = det(A — \E) ,

da det(C~1) det(C) = 1 ist. Also haben A und A die gleichen Eigenwerte.
Fiir die Eigenwerte von A. = A + €F gilt

det(Ac — AE) = det(A+eF — AE) =det(A— (A —¢€)E),
d.h., hat A die Eigenwerte p;, dann gilt
P =Ag —€ <= A\ = pur + €.

Alle Eigenwerte einer reguldren Matrix sind von null verschieden (warum ist das so, be-
griinden Sie das). Ist A reguldr und hat die Inverse A~!, dann gilt fiir die Eigenwerte A und
die dazugehorenden Eigenvektoren &

AT =\T <= A AT =) A" — %6: AT

Da die Determinante einer Matrix mit der Determinante ihrer Transponierten iiberein-
stimmt gilt

det(A — AE) = det((A — AE)T) = det (AT — AET) = det(AT — \E) ,

also haben 4 und A7 die gleichen Eigenwerte.

2) Die Gerschgorin-Kreise der Matrix A sind
Ky ={z||z—10] <3}, Ky={z||z—5| <2},

d.h. die Eigenwerte liegen in Kreisen mit dem Mittelpunkt (10,0) und dem Radius 3 bzw.
dem Mittelpunkt (5,0) und dem Radius 2.
Die Gerschgorin-Kreise der Matrix B sind

Ky={z||z=3| <1}, Ko={z||z—12| <2}, Ks={z||z—20]<1.
Da B symmetrisch ist, sind die Eigenwerte reell, d.h. fiir die Eigenwerte gilt:

A1 €[24], X2 €][10,14], A3 €[19,21].
Die Gerschgorin-Kreise der Matrix C sind

Ki=Ks={z||z—-2| <1}, Ky={z||]z—2|<2}.
Da A symmetrisch ist, sind die Eigenwerte reell, d.h. fiir die Eigenwerte gilt:

)\17273 S [0,4] .
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Als Eigenwerte von B errechnet man (numerisch) die Nullstellen A\; = 2,8895..., Ay =
11,9865. .., A3 = 20,1240... des Polynoms

det(B — AE) = —\® 4+ 3507 — 335\ + 717 .

Als Eigenwerte von A findet man
M=2-V2, X=2, A=2+V2.

3) Mit der zuldssigen Wahl von Z = (0,0,1)” erhilt man mit

00 3 .
57" =100 %2 und (@, %) = 5
00 1
fiir A

- = AT

A= (BE-22)4 (E—(
1
2
1

RO OO O

I
o O =
O = O

|

3

2
1
0
Als Eigenwerte von A findet man
M=0, X=2, M\=2-2,
wihrend A die Eigenwerte
M=24+V2, X=2, A\3=2-12

hat.

4) Nach Satz 4.5 erhdlt man den betragsgrofiten Eigenwerte und den dazugehorenden Ei-
genvektor einer diagonalisierbaren Matrix (eine positiv definite Matrix ist bekanntlich dia-
gonalisierbar) mit der von-Mises-Iteration mit dem Programm

# Programm aufg44 von-Mises-Vektoriteration

# input: pos. definite symmertische Matrix a, Toleranz eps
# output: groesster Eigenwert und der dazugehoerende Eigenvektor
# aufruf: [lambda,v,iter] = aufgdd(a,eps);
function [lambda,v,iter] = aufgdd (a,eps);
n = length(a(:,1));
z = ones(n,1); z(1) = z(1)+0.5;
v = ones(n,1l); v = v/norm(v); v(l)=v(1)+0.5; va=v; zeta=1l;
lambda = -1; lambdaa = -2;
iter = 0;
while (abs(lambda-lambdaa) > eps && iter < 50)
v = axva;

if (iter > 0)
lambdaa = lambda;

endif
if (va’xz == 0)
z (1) z (1) + 0.5;
endif
lambda (v xz) / (va’ *z);
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va = v;
zeta = 0;
for i=1:n
if (v(i) !'= 0 && zeta == 0)
if (v(i) < 0)
zeta = -1;
endif
if (v(i) > 0)
zeta = 1;
endif
endif
endfor
v = zeta/ (norm(v))*v;
iter = iter+1;
endwhile
# Ende des Programms

Mit der Deflationstechnik (Satz 4.7) kann man einen Eigenwert \; der Matrix A mit dem
Eigenvektor Z; auf den Eigenwert 0 der Matrix

abbilden. Nun kann man im Fall einer positiv definiten symmetrischen Matrix (alle Eigen-
werte sind positiv) mit dem Programm aufg44.m den zweitgrofiten Eigenwert A, und den

dazugehorenden Eigenvektor > bestimmen. Die nochmalige Deflation
i BB,
(T2, T2)

fiihrt mit der Matrix A auf eine Matrix, die den doppelten Eigenwert 0 besitzt. Jetzt kann
man den drittgrofiten Eigenwert bestimmen usw.

Mit dem folgenden Programm bestimmt man alle Eigenwerte und Eigenvektoren durch
die sukkzessive Deflation und die mehrfache Anwendung der Von-Mises-Vektoriteration.

# Programm aufg44a von-Mises-Vektoriteration
# input: pos. definite symmertische Matrix a, Toleranz eps
# output: Eigenwerte und dazugehoerende Eigenvektoren
# benoetigtes Programm: aufg44.m
# aufruf: [lambda,v,iter] = aufgdda(a,eps);
function [lambda,v,iter] = aufgd44da(a,eps);
n = length(a(:,1));
al = a;
for i=1:n
[lambda (i) ,vv,iter(i)] = aufgd4 (al,eps);
al = al - (vvxvv’)/ (vv’*vv)*al;
v(:,1) = vv;
endfor

# Ende des Programms

Testen Sie das Programm aufg44a.mafiir die Matrizen

2 -1 0 1 -1 0
A= -1 2 -1 und A;=| -1 2 -1
0 -1 2 0 -1 1

Alle Eigenwerte und Eigenvektoren einer positiv definiten symmetrischen Matrix kann
man natilich auch mit Hilfe der inversen Von-Mises-Vektoriteration bzw. der () R-Iteration
bestimmen (s. dazu nachfolgendes Programm zur Losung der Aufgabe 5).
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5) Mit den Programmen zur Erzeugung der Hessenbergform einer Matrix und der QR-
Zerlegung kann man die () R-Iteration zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
mit dem nachfolgenden Programm realisieren.

# Programm aufg45 zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren

# einer reellen symmetrischen Matrix a

# input: Matrix a vom Typ (n x n), toleranz eps, kappa Wilkinson-shift
# output: Matrix lambda mit den Eigenwerten auf der Hauptdiagonalen

# Matrix gh mit den Eigenvektoren als Spalten

# Residuum resi, Iterationszahl iter

#

#

aufruf: [lambda,gh,resi,iter] = aufg4db5(a,kappa,eps);
benoetigte Programme: hessenberg _gb.m, griteration_gb.m
function [lambda,gh,resi,iter] = aufg45 (a, kappa,eps);

n = length(a(l,:));
# Transformation von a auf Hessenbergform
[h,gt] = hessenberg_gb(a);
p = eye(n);
resi = eps + 1;
iter = 1;
# Ermittlung der Maschinengenauigkeit
tau = 1;
while ((tau+l)>1)
tau = tau/2;
endwhile
# gqr-Iteration
while (resi > eps && iter < 200)
[h,p] = griteration_gb (h,p, kappa,tau);
resi = 0;
for i=1:n
for j=l:n
if (1 > 3J)
resi = resi + abs(h(i,]));
endif
endfor
endfor
iter = iter + 1;
endwhile
if (resi > eps)
printf (' keine Konvergenz’);

return
endif
printf (' Konvergenz, Residuum: ’);
resi
printf (' Iterationszahl: ’);
iter
lambda = h;
gh = qt’=p;

# Ende des Programms

Bei der Anwendung des Programm kann man den betrachtlichen Einfluss des Shift-
Parameters « feststellen. Sucht man z.B. die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

1 -2 0
A= =2 1 =2 |,
0 -2 1

dann benétigt man mit x = 1,2 insgesamt 95 Iterationen, um die Summe der Absolutbetra-
ge des unteren Dreiecks der Matrix A (in der sich die Eigenwerte auf der Hauptdiagonalen
ergeben) kleiner als 10~ zu machen, wihrend man mit x = 1,95 nur 21 Iterationen braucht.
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Kapitel 5

1) Zur Berechnung des Polynomwertes mit der Formel (5.3) benttigt man zur Berechnung
eines Basispolynoms 2(n — 1) 4+ 1 Multiplikationen, also fiir die n 4 1 Basispolynome insge-
samt (2n — 1)(n + 1) Multiplikationen. Hinzu kommen noch n + 1 Multiplikationen gemafs
Formel (5.3), also insgesamt 2n(n + 1) Multiplikationen und 2(n — 1) + n Additionen.
Bei der baryzentrischen Formel (5.9) benétigt man die Koeffizienten p; (und A;). Zur Be-
rechnung der \;, ¢ = 0,. .., nnach Formel (5.5) benttigt man (n+1)(n+1) Multiplikationen.
Zur Berechnung de p;, i = 0, ..., n nach Formel (5.6) benotigt man n + 1 Multiplikationen.
In der baryzentrischen Formel (5.9) sind n + 2 Multiplikationen durchzufiihren. Insgesamt
sind also (n + 1)? + 2n + 3 Multiplikationen und (n + 1)(n + 2) Additionen bei der Benut-
zung der baryzentrischen Formel (5.9) erforderlich.

2) Fir die Wertetabelle
yi 0 ’

also die Ausgangsposition fiir ein Polynom 2. Grades. Dafiir kann man das Schema

[zo] =[0] =0
N\
[z1]=[1]=3 — [xoz1]=1[01]=3
hY N\
[z2] =[2]=2 — [riz2]=[12]=-1 — [zoxz1z2] =[012] = -2
hN
[Ig] = [3] =1 — [erilfg] = [23] = -1 — [$1$2$3} = [123} =0 — [.Z‘o.%‘lmgxg} = [0123] = g

Als Newton’sches Interpolationspolynom ergibt sich
pa(x) = o+3(x—o>—2(x—0)(x—1>+§(x—O)(x—n(x—z) - 3x—2x<x—1)+§x(x_1>(x_2) .

3) Das Steigungsschema lautet

[1] =2
pN
=2 - []=f@1)=1
p p
[4] =3 z [14] = 2=2 = 5 z [114] = 118 — _2 y
M=3 — Ml=fW=2 - [M=2F=5 - [u="P0=7
p p p
4=3 — W=f@=2 — [=L"H=1 o [aaq)=20"12_ 1
und schliefSlich
[1144] = £
N

[1444] = - —  [11444] = T2TELBL 50
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Aus dem Steigungsschema liest man mit
ha(x) = [1]+[11)(z — 1) + [114](z — 1)* + [1144](z — 1)* (2 — 4) + [11444](z — 1)* (2 — 4)?
2 2 7 2 5 2 2
= 2+1(x—1)—§(x—1) +?7(x—1) (a:—4)—a(a:—1) (z —4)

das interpolierende Hermite’sche Polynom ab.

4) Fiir eine dreimal stetig differenzierbare Funktion gilt mit z1 = xg + h, 2 = z¢ + 2h nach
dem Satz von Taylor

Fer) = Sao) +hf' (o) + o £ (@0) + O0Y)

Fan) = flao)+ 200 (o) + 22 (ag) + O

Subtrahiert man die zweite Gleichung vom vierfachen der ersten Gleichung, erhilt man
Af(21) = f(w2) = 3/ (x0) + 2h[' (o) + O(h?) .

Die Auflésung nach f/(xz() ergibt

—f(w2) +4f(21) = 3f(20)

f(xo) = o +0(n?).
Vollig analog zeigt man
f/(ﬂfz) _ 3f(x2) — 4f(],‘1) + f(xO) + O(h2) ]

2h
Weiter gilt nach dem Satz von Taylor

Faa) = fle) b + ) + 00

h2
Flwo) = flw1) = hf'(wo) + 5 (1) + O(R?) .
Die Subtraktion der Gleichungen ergibt

f(@2) — f(=o)

2
S O

f(@2) = f(wo) = 2hf'(21) + O(h*) = f'(a1) =
5) Fiir 2 nichtnegative Zahlen a, b gilt

la—b <la+b=a+b.
Diese Ungleichung wird weiter unten benutzt und sollte zur Ubung nachgewiesen werden.
Zum Nachweis der Lipschitz-Stetigkeit unterscheiden wir die Falle
a)x,y > 0bzw. z,y <0,
b)x >0,y <0bzw.x <0,y >0,

Qr#0,y=0bzw. 2 =0,y #0.
Im Fall a) gilt gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

(&) = f(y)| = |arctanz — arctany| = | e =yl <= [f() = fly)l < |z -yl

1
14+&2
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bzw.
|f(z) = f(y)] = |arctan(—z) — arctan(—y)| = | — arctan = 4 arctany|

1
WHx—y\ = |f@) - fl <z —yl.

Im Fall b) sei « > 0, y < 0. Dann ist wegen der oben angegebenen Ungleichung

|f(z) — f(y)| = | arctan x — arctan(—y)| := |a — b| < |a + b| = | arctan x + arctan(—y)]

bzw. weil arctan = eine ungerade Funktion ist

1
[f(z) = F(y)] < arctane —arctany] < [7==z[lr —y].

Fir < 0, y > 0 erhdlt man das analoge Resultat.
Im Fall ¢) ist flirz #0und y =0

|f(z) — f(y)] = |f(x)| = |arctan z| = | arctan x — arctan 0| = | 0l <|z—yl.

#H _
142 ‘
Fiir = 0 und y # 0 erhélt man auf die gleiche Weise

[f(@) = fW)l <z —yl.

Insgesamt ist damit die Funktion Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten K = 1.
Um die Funktion im Intervall [—1,1] mit der Bernstein-Formel mit einer Genauigkeit von
€ = 1073 zu approximieren, muss der Grad n der Ungleichung

geniigen. Es miissen also Bernstein-Polynome bis zum Grad n = 10° verwendet werden.

6) Wie Abschnitt 5.5 beschrieben, ist das Gleichungssystem (5.42) fir ¢ = 0,1,...,n — 1
aufzustellen. Mit den periodischen Bedingungen

" " " "
Yo =Yny Y=1 = Yn—1, Yo = Yp> Y—1 = Yp_1 <= Mo = My, M_1 = My_1, h*l = hnfl

kann eliminiert man y_1, m_1, my,, h_; und erhélt dann ein Gleichungssystem zur Berech-
nung von mo, . . . , My—1 und kann damit den Spline berechnen. Die entstehende Koeffizien-
tenmatrix ist eine zyklische Matrix, d.h. sie enhélt neben der Hauptdiagonale, der darunter
liegenden Diagonalen und der dariiberliegenden Diagonalen mit von Null verschiedenen
Elementen noch die von Null verschiedenen Elemente a(1,n) und a(n,1). Mit den folgen-
den Programmen konnen einzelne Spline-Werte berechnet werden bzw. der Spline geplot-
tet werden.

# Programm aufgb56_wert zur Berechnung eines kubischen Splines (periodisch)
# Berechnung des Wertes s (xx) eines kubischen Splines

# fuer die Stuetzpunkte (x_0,y_0),..., (x_n,y_n)

# input: Vektoren x(1l:n+l1), y(l:n+l), Stelle xx

# output: Wert des Splines s (xx)

# berechnet wird ein interpolierender Spline

# benutzte Funktionen: splabl_per, splber_per

# aufruf: fwert = aufgb6_wert (xx,x,V);

function [fwert] = aufgb6_wert (xx,x,V);

n=length (x)-1;
ys = splabl_per(x,y,n);



22 Aufgabenlésungen

fwert = splber_per (xx,x,y,ys,n);
# Ende des Programms

Programm aufg56_plot Plot des Graphs eines kubischen Splines (periodisch)
fuer die Stuetzpunkte (x_0,y_0),..., (x_n,y_n)
input: Vektoren x(l:n+l), y(l:n+l)
benutzte Funktionen: splabl_per, splber_per
aufruf: aufg56_plot (x,V);
function aufgb6_plot (x,y);
n=length (x)-1;
xmin=min (x) ;
xmax=max (x) ;
ys = splabl_per(x,y,n);
for i=1:300
XX (1) =xmin+ (i-1) * (xmax—-xmin) /299;
yy (1) = splber_per (xx(i),x,y,ys,n);
endfor
xxyy=[xx yyl;
# Sicherung der berechneten Spline-Werte unter dem Namen "xxyy"
save 'xxyy’ xxyy;
plot (x,y,"+’',xx,vY)
# Ende des Programms

B

# Programm zur Bestimmung der 2. Ableitungen (periodisch)

function [xs] = splabl_per(x,y,n);

# Interpolation mit echten Splines/Bestimmung der Ableitungen xx*x

for i=0:n-1
ys(1l+1i)=x(2+1i)-x(1+i);

endfor

xs = zeros(n,1l);

b = zeros(n,1);

# Aufbau der Koeffizientenmatrix aa(n,n)

aa = zeros(n,n);

aa(l,l) = 2+ (ys(n)+ys(l)); aa(l,2) = ys(l); aa(l,n) = ys(n);

aa(n,1l) = ys(n); aa(n,n-1) = ys(n-1); aa(n,n) = 2x(ys(n-1)+ys(n));

for i=2:n-1
aa(i,i-1)
aa(i,i+1)
aa(i,i) =

endfor

b(l) = 6x((y(2)-y(1))/ys(l)-(y(1)-y(n))/ys(n));

b(n) = 6x((y(l)-y(n))/ys(n)-(y(n)-y(n-1))/ys(n-1));

for i=2:n-1
b(1)=6x((y(i+1)-y (1)) /ys(i)-(y(1)-y(i-1))/ys(i-1));

endfor

# Bestimmung der Ableitungen xs(l)...xs(n+1)

xs = aa\b;

xs (n+l)=x(1);

# Ende von splabl_per

= ys(i);
= ys(i+l);
2% (ys (i+1)+ys (1)) ;

# Programm zur Berechnung
# eines Funktionswertes eines kubischen Splines (periodisch)
function [splinew] = splber_per(z,x,y,ys,n)
# wobei x(1) <= z <= x(n+l) vorausgesetzt wird
i=1;
while (x(1i) > z | z > x(i+1))
i=1+1;
endwhile
iz=1i;
h=x(iz+1)-x(iz);
zl=z-x(1z);
al=y(iz);
al=(y(iz+1l)-y(iz))/h — hx (2+xys(iz)+ys(iz+1))/6;
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al2=ys(iz)/2;

a3=(ys(iz+1l)-ys(iz))/ (6%h);

splinew = a0+ (al+(a2+a3xzl)*zl)*zl;
# Ende von splber_per

7) Fiir die Aufgabe werden fiir einen Test die Werte
u(0) =0, u(k) = K, u(2k) = (2k)%, u(3k) = (3k)%, ..., u(nk) = (nk)? ...

vorgegeben, also das Profil u(y) = y?. Die Aufgabe 16st man mit dem rechtsseitigen Diffe-
renzenquotienten 2. Ordnung

—f(x2) +4f(x1) — 3f(w0)
2h

~ f'(xg) .
Statt dem Programm 5.4a arbeitet man mit dem Programm

# Programm Aufgabe 5.7a

function [yl] = fl(a,h);
urr=(a+2+h) "2;ur=(a+h)"2;u=a"2;
yl = (-urr + 4xur - 3%u)/(2xh);
# Ende f1

In der Praxis muss man natiirlich mit numerisch berechneten oder experimentell bestimm-
ten Werten von v an den Stellen y = a + 2h, a + h, a statt mit dem Test-Profil u(y) = y>
arbeiten. Mit dem Programm

# Programm Aufgabe 5.7

function [fwert] = extrap_fl_gb(a,h);
n = length(h)-1;
for k=1:n
y(k+1l) = fl(a,h(k+1l));
endfor

fwert = lagrangebaryip_gb(0,h,vy);
# Ende extrap_fl_gb

16st man dann die Aufgabe. Die Octave-Befehle

dy=0.05;
h(1)=4*dy;h(2)=3*dy;h(3)=2+dy;h (4) =dy;
a=0;

tauw=extrap_fl_gb(a,h)

ergeben das Resultat tauw = 0, also den exakten Wert von u'(y) = 2y an der Stelle y = 0.
Uberlegen Sie, warum man im Fall des Beispiel-Profils u(y) = y* den exakten Wert der
Ableitung im Ergebnis des Programms erhalt!

8) Mit der Substitution ¢ = x7 erhélt man mit

guyzﬂiyqi—zmteu%—1m4%+¢mLkez

eine 2m-periodische Funktion.
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Kapitel 6
1) Es[23] = 0 wurde bereits gezeigt. Fiir Es[z?] erhélt man
b J—
Bt = /x4dm—bTa[ +4(“J2rb) 5]
= 10— ah) - ot 4t
5 2
Wihlt man speziell a = 0 < b, dann ergibt sich
1 b bt 1 5
4y _ L5 00 a1 9 s
Ez[m}_Bb 6[4+b] (5 24)17 #0.

Damit ist gezeigt, dass der Genauigkeitsgrad der Kepler’schen Fassregel gleich 3 ist.
2) Fur Eg, [f] erhélt analog zur Berechnung von Eg, [ f]

1
Es, [fl = —E(ﬁ —a)h?.
Fiir die zweite und vierte Ableitung der arctan-Funktion ergibt sich

4823 n 24x
(1+22)*  (1+22)3

2x
(14 22)2”°

Mit @ = 0 und 8 = 10 ergeben sich die Abschitzungen

arctan’ () = — arctan® () = —

1
‘ESH [f“ < £h2|arctan”(n)‘ < 7h220 _ 53017,
bzw.
: 1 2412
[Es;[f]] < ggh*| arctan®™® ()] < 7gh*(48 - 1000 + 240] = Tom

fur die Fehler der summierten Trapezregel bzw. der Kepler’schen Fassregel.

3) Mit der Transformation t = —2 + x bzw. x =t + 2 ist

/3 sinxdx:/l sin(t+2)
1T 1 t+2

Weiter ist

smt+2 / smt+2 1
dt V1 dt ,
/_1 t+2 t+2 V1 —1¢2

so dass sich die Gauf3-Tschebyscheff-Quadratur zu

Sln:L' 2smt +2) o 2j—-m, .
/1 Z,/ t L+ 2 tj—cos(T),j—n,...,l)

ergibt.

4) Startet man mit pg(x) = 1 dann erhilt man mit (f, g) f fgdx
— x31>P _ _ _ 2 _ <xﬂx>0 _ 1
Bo = (L), =0,pi(zx)=c—PFo=2x,7 = in, 3
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Weiter ergibt sich
2 2 1 3 1
— 2, —_ = 4
b= 0~ 0 o) = (o (o)~ am(e) = = § 0 =SS BT e
2 1 2 1
o= O 2T 800 g i) = (o= Ba)pate) i) = e — 1)~ hp =0t o

<CE2 - %7562 - %>P

Als Nullstellen von p3(z) findet man z; = —/2, 25, = 0, 25 = \/g . Mit der Substitution
t=-3+z,dt =dxgilt

4 1
sin(z?) dz = sin 2 .
/2 (22)d L ((t +3)) de

Fiir die Gewichte der Gauf3-Legendre-Quadratur folgt mit den Nullstellen von p3(x)

1
5 3 5
oy = <L1,1>p/16(x2x\/;)dx9,

1
5 8
m = (L), = [ —a*Pde =g,

1
5 3 5
o3 = <L3,1>p:/16($2+$\/;)dl':9,

so dass sich die Gauf3-Legendre-Quadratur

4
/z sin(z?) dz =~ gsin((—\/§+ 3)%) + gsinQ + gsin((\/g +3)%)

ergibt.
5) Mit der Substitution £ = —z + 2, d§ = —dx erhilt man

2 0 o]
/ o= gy = _/ o (26 dg:/ e~ (=07 4
—00 0 0

= /OO e (279 ebeE ge = - 5297 =€ g |
0 0

also g(€) = e£=(2=9%,

6) Fiir den Fall n = 2 erhélt man fiir die Gewichte

S /Olqo(x)dx:/ol <§>x0(1—x)2dx:[—(l_3x)3]6=;7
- /Olql(x)dxz/ol(i)xl(l—x)dx:Q[x;—a;:]é:;,

1 Loy, 1
oy = /OqQ(x)dx—/o <2>x dx—g.

Fiir n = 3 erhilt man durch analoge Rechnungen die Gewichte o; = } und fiir n = 4 erhalt

man die konstanten Gewichte ; = 1.

Es ergibt sich also fiir n = 2,3,4 die Quadraturformel
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Der Genauigeitsgrad ist 1, denn fiir f(z) = 2° = 1 und f(z) = 2! ist die Quadraturformel
exakt. Fiir f(z) = 22 ergibt sich

1
1
/ 22 dr ==,
0 3

n

( 1 nn+1)2n+1) 2n+1 1
n+1 B N

1 1
2 2
— E k2 = +
) (n+ 1)n? = (n+ 1)n? 6 6n 3 6n’

also ist A, [z?] # 01 x? dz so dass der Genauigkeitsgrad 1 ist.
Wenn man A,,[f] in der Form

T B > = R NT))

aufschreibt, erkennt man mit R, (f) = Z;;l 1 (%) eine Riemann’sche Summe. Es gilt
offensichtlich

tim A = tim —— 1O 4 R (5] = lim Rn(f):/o F(z)dz .
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Kapitel 7
1) Mit einem Plot der Funktionen U3(z) und y = =z fiir z < 0 sowie der Ableitung
Ui (z) = \/187? erkennt man, dass in der Nihe samtlicher Fixpunkte die Werte von ¥4(z)

aufierhalb des Intervall [—1,1] liegen, so dass die Fixpunkte abstofiend sind und durch eine
Fixpunktiteration nicht erreicht werden.
Das Gleiche trifft auf die Fixpunktabbildung ¥4(z) zu.

2) Mit etwas Geschick findet man heraus, dass
cos([0,7, 0,77]) C [0,7, 0,77]
gilt. Damit hat man mit &K

1>K=0,7> max |cos'(x)|=0,69614...

x€[0,7,0,77]
eine Kontraktionskonstante. Mit o = 0,7 folgt 1 = 0,76484..., also |1 — zo| =
0,06484 - - - < 0,0649. Gentigt n der Ungleichung
0,7 0,7" 4 0,3 - 1074 In 0,00046225
— <lp 22— SLRASY
03 |x1—z0| < 0.3 0,0649 < 107" <= nln0,7<1In 0.0649 = n> 07 21,531,

dann wird aufgrund der A-priori-Abschédtzung (7.6) die geforderte Genauigkeit erreicht.
3) Aus K" = e~ 7" folgt

InK"=—-yn < —InK =v

und damit aus der A-priori-Abschitzung (7.6) die behauptete Ungleichung mit dem Kon-
vergenzexponenten v = —In K > 0.

4) Die Auflosung der Gleichung nach x ergibt

3
4 arcsin 5
T

m deutet auf Losungen

2z

Ein Plot der Graphen der Funktionen y = z und ¥, (z) =
2 =~ £0,5 hin. Der Versuch einer Fixpunktiteration

Tr+1 :\Ill(xk) ) k:O71a27"'

mit dem Startwert ¢ = 0,51 erweist sich als nicht erfolgreich (xz, muss grofSer als 0,5 sein,
da der arcsin 5= nur fiir |z| > 0,5 definiert ist). Wendet man auf arcsin ;- = 2 die Sinus-

= =
Funktion an, so erhélt man die Fixpunktgleichung :

1
r=—>5
0 S
2511149:

= Uy(x) (z#km kelZ).

Die Fixpunktiteration
Th+1 :\I’Q(Ik) s kZO,I,Q,...
mit dem Startwert zy = 0,5 ist erfolgreich und man erhélt mit

z ~ 0,5014101095599521
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eine auf 15 Stellen genaue Naherung des Fixpunktes nach 20 Iterationen. Als 2. Fixpunkt
erhdlt man 2 ~ —0,5014101095599521 ausgehend von zy = —0,5.
Man stellt auch fest, dass die Ableitung von Uy(z)

fur © = 0,5 den Wert 0,10664. .. hat, also der Fixpunkt von ¥ nahe 0,5 ein anziehender
Fixpunkt zu sein scheint. Die Ableitung von ¥, (z)

3

v (x)

8z arcsin(5-)1/1 — 145

ist fir = 0,51 mit 2,7732... grofler als 1, so dass der Fixpunkt der Abbildung ¥, nahe
0,51 offensichtlich ein abstofiender Fixpunkt ist.

5) Die Losung des Gleichungssystems ist gleichbedeutend mit der Bestimmung einer Null-
stelle der Abbildung

sin(zy) + 2z
7 4 4 o T | zzcos(zy) + 2y
f']R _+]R ) f(x)‘_' (x7y7ZaA)'_ .tyCOS(Zy)'+’2ZA
22 +y?+ 22 -4

Mit der Ableitungsmatrix

2) z cos(zy) y cos(zy) 2

Py, 2,\) = z cos(zy) —x2%sin(zy) + 2\ xcos(zy) — xyzsin(zy) 2y
T ycos(zy) xcos(zy) — xyzsin((zy) —zy? sin(zy) + 2\ 2,

2 2y 2z 0

erhilt man das Newton-Verfahren
FED = g0 @O ER)) ) k=012,
bzw.
f’(f(k))g(k+1) _ _f’(f(k)) C gD D) L2 p 019

Mit der ziemlich willkiirlich gewahlten Startiteration #(*) = (1,1,1, 0,5)7 (hier muss man
nur sichern, dass f/(Z#() nicht singuldr ist) erhédlt man nach 8 Newton-Iterationen mit

z~1,36002, y~—1,03690, z=-103690, A= —023234

eine Losung mit || f(x, y, 2, \)|| < 10713,
Mit den nachfolgenden Programmen werden der Wert der Abbildung und die Jacobi-
Matrix als Grundbausteine fiir das Newton-Verfahren berechnet.

# Programm aufg7.5a

function [f] = funktion75(x,y,z,w);
f = zeros(4,1);

f(1l) = sin(z*xy) + 2%xX*w;

£(2) = xxzxcos(zxy) + 2xy*w;

f(3) = xxy*xcos(z*xy) + 2%z*w;

f(4) = x"2 + y*2 + 272 - 4;



Kapitel 7 29

# Ende von funktion75

# Programm aufg7.5b

function [a] = Jjacobi75(x,y,z,w);

czy = cos(zxy); szy = sin(zxy);

a(l,l) = 2xw; a(l,2)=zxczy; a(l,3)=yxczy; a(l,4)=2+x;

a(2,1) = zxczy; a(2,2)=-x*xz"2xszy+2*w; a(2,3)=xxczy—-x*y*zxszy; a(2,4)=2xy;
a(3,1) = yxczy; a(3,2)= x*xczy—-x*y*zxszy; a(3,3)= —-xxy"2%szy +2+w; a(3,4) = 2xz;
a(4,l) = 2xx; a(4,2) = 2+xy; a(4,3)=2*z; a(4,4)=0;

# Ende von jacobi75

6) Zur Untersuchung auf Irreduzibilitdt werden die entsprechenden Graphen G(A), G(B),
G(C) gezeichnet:

Abbildung 1: Abbildung 2:
Graph G(A) Graph G(B)

Wihrend man im Graphen G(C') jeden Knoten von jedem Knoten durch einen gerichteten
Weg erreichen kann, ist dies in den Graphen G(A4) und G(B) nicht moglich. Deshalb ist die
Matrix C irreduzibel und die Matrizen A und B sind nicht irreduzibel.

7) Durch den Tausch der Spalten 2 und 3 erhélt man mit

2 -1 0 0 1 1
-1 2 -1 0 zs | | 2
0 -1 2 -1 e | T 3
0 0 -1 2 T4 4

ein Gleichungssystem mit einer schwach diagonal dominanten, irreduziblen Koeffizi-
entenmatrix. Mit dem Programm 7.3 erhilt man nach 54 Iterationen die Losung & =
(xla T3, T2, x4)T = (4’ 77 87 6)T
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Abbildung 3:
Graph G(C)

8) Zu zeigen ist Av), = A\t flirk=1,...,n,dh,

a(b)l/%mn’% FO(5) sinnzifl — (a4 2V/cbcos n"%l)(g)w - nL—Z—T1
c(g)(jfl)/2 sin % + a(g)j/2 sin ﬁj]j_ﬂl + b(g)(jﬂ)/Q sin %

= (a + 2V/chcos nk—j:l)(g)f'/2 sin% (G=2...,n—1)

C(Z)(” n/2 bm% a(b)”/2 sin = (a + 2Vcbcos nki:_rl)(g)"/2 sim:L_i_Tr1 )

Die Giiltigkeit der ersten Gleichung ergibt sich durch Anwendung des Additionstheorems
sin(2z) = 2sinz cos z. Die Gleichungen 2 bis n — 1 gelten aufgrund der Identitat

OL+BCOSa7ﬂ

sina + sin 8 = 2sin 5 5 )
mit o = UEDAT 'H)]” und S = % Die n-te Gleichung gilt wegen

sin 7(71”__’_1)1]{77 = sin 7(HJ_’_1)1]€7T + sin 7(nn—+1)1k77 = 2sin :iﬂl cos nk—:—rl ,
wobei sin (":}r)lkﬂ = sin k7w = 0 und die Identitit (2) benutzt wurde.
9) Fiira = 2und ¢ = b = —1 hat die Matrix A die Eigenwerte \;, = 2 + 2 cos -2 i k=

1,...,n. Fir den Spektralradius folgt

T
p(A) = 1rgnkagxn|)\k| =2+ 2cos ]

Fiir die Eigenwerte 15, von A~ folgt

1 1
pp=~=——"—7—, k=1,...,n.
Ak 2+2005n+1
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Mit

21+ )m
min |[Agx| = 2+2COSM
1<k<n n+1

ergibt sich fiir den Spektralradius von A~}

_ 1
2+ 2cos

—1
AT (G
n+1

Mit der Spektralnorm ergibt sich die Konditionszahl der Matrix A zu

3 2+ 2cos 15
cond(A) = [|All2[| A"l = oy -
24 2cos 2n+1

Fiir n = 101 ist [§] = 50 und man erhélt die Konditionszahl
cond(A4) = 1,9995 .

Fiir grolere Dimensionen steigt die Konditionszahl an, ist aber durch 2 beschrankt.
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Kapitel 8

1la) Bei Vorgabe von a; = az = 1 und unter Bertiicksichtigung der generellen Fixierung von
a3z = 1 erhdlt man zur Bestimmung der Koeffizienten das Gleichungssystem

apg = —al—ag—a3:—3
—bo—b1 —bg—bg = —a —2&2—3&3:—6
1 9
—bl — 2b2 — 3b3 = —§a1 — 2a2 — 50,3 =7
1 9 1 4 9
— by —2by— =by = ——a; — -as — —az = —6
9 1 2 9 3 6a1 3a2 2(13
Ay 22, 2, - L3223 23
2471 7377 8 T T120™ T 120 1207 100

also 5 Gleichungen fiir die 5 Unbekannten ay, by, . . . , bs. Mit der Losung
ap = —3, bo = 1,1333..., by = 3,1, by = 1,4, b3 = 0,3666.. ..
erhdlt man das 3-Schritt-Verfahren
Yet1 + Yk + Ye—1 — 3Yk—2 = h[0,3666 fr+1 + 1,4fx + 3,1 fr_1 + 1,1333 fr_2]

mit der maximalen Ordnung 4. Fiir das erste bzw. zweite charakteristische Polynom erhalt
man

p(z) = =3+2+4+22+2% bzw. o(z) =1,1333 4 3,12 + 1,42% + 0,36662> .

1b) Bei Vorgabe von ag = a; = 0 und unter Beriicksichtigung der generellen Fixierung von
a3 = 1 erhdlt man zur Bestimmung der Koeffizienten das Gleichungssystem

as = -1
2a2—b0—b1—b2—b3 = -3
2(1271)1721)2731)3 = 74,5
4 1 9
Zay— =by —2by — 2by = —4
342 251 bo 2b3 )9
ECDNS T F S 7
12027221 737278 T T
mit der Losung
o, 206 47 38, 7141
2T 0 T 995 P T 1807 2 457 T 19980

Damit ergibt sich das 3-Schritt-Verfahren

7141 38 47 296
R N e N A
Ykt+1 — Yk [19980fk+1+ 45fk 180fk 1+ 4995fk ]

mit der Ordnung 3. Fiir das erste bzw. zweite charakteristische Polynom erhilt man

206 47 38 7141
_ _ 2 3 b : _ = 20 v 2 =3 .
plz) = =27+ 2" baw. o(z) = 1500 = 7554 T 157+ To0s0”

2) Mit den charakteristischen Polynomen des Verfahrens 1a) erhdlt man mit

—3+€'¥ +e'20 4 et3Y

_ | . . 0,2
11333 1 3177 T 1.40% 1 0366603 (¥ € 10:27])

u(e)
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die Randkurve des Gebietes der absoluten Stabilitat des in 1a) konstruierten Verfahrens.
Ein Plot der Randkurve zeigt, dass das Gebiet der absoluten Stabilitdt die gesamte linke
Halbebene umfasst.

Mit den charakteristischen Polynomen des Verfahrens 1b) erhilt man mit

47€i2¢ +*€i3¢

1(®) = =555 a7 _; 38 _; 7141 _; (¢ €[0,27])
1005 — 180€ 7 + 5% + 1o080€ ¥

die Randkurve des Gebietes der absoluten Stabilitit des in 1b) konstruierten Verfahrens.

3) Es sollen hier nur das explizite Eulerverfahren, die verbesserte Polygonzugmethode
und das Heun-Verfahren 3. Ordnung skizziert werden. Mit den Festlegungen #(t) =
((t), y(t))" und

— t
7= B = B = ()= (D)) 2 FOE=To
7 f2(¥) 52

/
b2 T y(D?
realisiert das folgende Programm die Verfahren
# Programm aufg8.3
# Aufruf: [xx,yy] = aufg83(h,iwahl);
# iwahl: 1 Euler explizit, 2 verbesserte Polygonzugmethode, 3 Heun 3. Ordn.
function [xx,yy] = aufg83(h,iwahl);
t = h;
k = 1;
x = 1;
y = 0;
while (t < 2+pi)
if (iwahl == 1)

# Buler explizit
r2 = Xx*x2+ty*xx2;
X = x + hxy/r2;
y = vy - hxx/r2;
elseif (iwahl == 2)
# verbesserte Polygonzugmethode
r2 = xX**2+ty**2;

k1l = y/r2;k12 = -x/r2;
r2 = (x+0.5xh*k11l)*%2 + (y+0.5+xhxk12)*%2;
k21 = (y+0.5+xhxk12)/r2; k22 = —(x+0.5xhxkll)/r2;

x = x + h*xk21;
y =y + hxk22;

elseif (iwahl == 3)

# Heun-Verfahren 3. Ordnung
r2 = X**2+y**2;

k1l = y/r2;

k12 = -x/r2;

r2 = (x+h*k11/3)**2 + (y+h*xk12/3)**2;

k21 = (y+h*k12/3)/r2;

k22 = —(x+hxk11/3)/r2;

r2 = (x+2+xh*k21/3)**2 + (y+2+«h*k22/3)*x2;
k31 = (y+2+«h*k22/3)/r2;

k32 = —(x+2+xhxk21/3)/r2;

X = x + 0.25%h* (k11 + 3xk31);
=y + 0.25+xhx (k12 + 3%k32);
f

t =t + h;
) = x;
) = vyi

=k + 1;

endwhile

# Ende des Programms
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Mit der Vorgabe der Schrittweite  kann man nun Tests durchfiihren.

4) Die Fixpunktiteration fiir das implizite Runge-Kutta-Verfahren kann man im Berech-
nungsschritt von y;, zu yi+1 in der Form

s 3—V3 1. (s 3—2v3
KD = fla+ 76fh, g+ 7kt + 7\[hk§3))
s 3+V3 3+2 (s s
KT = f(l“k—kT\[h,yk—&- \[hk D hk( )
ansetzen, also einer Iteration vergleichbar mit der Gauf3-Seidel-Iteration, die sehr einfach
zu implementieren ist. Ist |k§s+1) - k§s)\ <€, j = 1,2 fiir eine geforderte Genauigkeit ¢ > 0,
dann erfolgt der Schritt
h S S
Ykl = Yk + 5[7435 g ké H)} .

Das folgende Programm realisiert die Methode.

# Programm aufg8.4
# zur Loesung von gew. DGL 1. Ordnung y’=f(x,y), y(x0)=y0
# implizites Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung
# input: Schrittweite h, Intervallgrenzen x0,xl, Anfangswert y0=y (x0)
# output: Loesung y(x) an den Punkten x
# benutztes Programm: Nutzerfunktion f (rechte Seite der Dgl.)
# Aufruf: [y,x] = aufg84(x0,x1,y0,h,eps)
function [y,x] = aufg84 (x0,x1,y0,h,eps);
n = (x1 - x0)/h;
yn = y0; y(1)=y0;
xn = x0; x(1)=x0;
for k=1:n
k1l = f(xn, yn) k2=f (xn,yn) ;kla = kl+eps;k2a = k2+eps;
while (abs(kl-kla)+abs (k2-k2a) > eps)
kla = kl k2a = k2;
k1l = f(xn + hx(3-sqgrt(3))/6,yn + hxkl/4 + h*xk2x (3-2*sqrt(3))/12)
k2 = f(xn + h=*(3+sqrt(3))/6,yn + h*xkl*(3-2xsqrt(3))/12 + h*k2/4)
endwhile

yn = yn + 0.5xh* (k1+k2);

xn = xnt+h; x(k+1l)=xn; y(k+1l)=yn;
endfor
# Ende des Programms

Zusammen mit dem Programm

# Programm 8.4a
# zur Bereitstellung
# der rechten Differentialgleichungsseite f (x,y)

function [y] = f(x,V);
y = y/(l.+x)+ (x+1) xcos (x) ;
# Ende f

wird das Anfangswertproblem

y’(x)zHLw+(a:+1)cosm, 0<z<4,y0)=1

durch die Octave-Kommandozeilen

x0=0;x1=4;y0=1;h=0.01;eps=0.00001;
[y,x] = aufg84 (x0,x1,y0,h,eps);
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gelost. Dabei waren pro Zeitintegrationsschritt nur maximal 3 Fixpunktiterationen erfor-
derlich, um die geforderte Genauigkeit ¢ = 10~° zu erreichen.

5) Das Verfahren 1a) ist nicht nullstabil, da das erste charakteristische Polynom Nullstellen
besitzt, die dem Betrage nach grofSer als 1 sind. Probieren Sie das Verfahren mit dem Pro-
gramm aufg85a.m aus.

Das Verfahren 1b) wird mit dem folgenden Programm realisiert.

# Programm aufg8.5b

# 3-Schritt-Verfahren dritter Ordnung

# zur Loesung von gew. DGL 1. Ordnung y’'=f(x,y), y(x0)=y0

# input: Schrittweite h, Intervallgrenzen x0,x1l, Anfangswert y0=y (x0)
# output: Loesung y(x) an den Punkten x

# benutztes Programm: Nutzerfunktion f (rechte Seite der Dgl.)

# und Heun-Verfahren dritter Ordnung (heun3_gb.m) zur Berechnung
# von yl, y2 als Startwerte fuer das 3-Schritt-Verfahren

# Aufruf: [y,x] = aufg85b(x0,x1,y0,h,eps)

function [y,x] = aufg85b(x0,x1,y0,h,eps);

n = (x1 - x0)/h;

yn = y0; y(1)=y0;

xn = x0; x(1)=x0;
# Berechnung von yl und y2
[v,x] = heun3_gb (x0,x0+2+h,y0,h)

yn = y(3); xn = x0+2xh;
# Berechnung von y3, v4,...
for k=3:n
£3=f (xn+h, yn);
f3a=f3+eps;
f2=f(x(k),y(k));£fl=£f(x(k-1),y(k-1)); £0=£(x(k-2),y(k=-2));
b = h*(38/45xf2-47/180%f1+296/4995xf0) +y (k) ;
itfix = 0;
while (abs(f3-f3a) > eps)
f3a = f(xn+h,yn);
yn = h%x7141/19980+f3a + b;
£3 = f(xnt+h,yn);
itfix = itfix+1
£3-£f3a
endwhile
xn = xn+h; x(k+1l)=xn; y(k+l)=yn;
endfor
# Ende des Programms

Da es sich bei dem 3-Schritt-Verfahren um ein implizites Verfahren handelt, ist pro Zei-
tintegrationsschritt eine Fixpunktiteration im Programm aufg85b.m implementiert. In der
Regel sind jedoch nur 2 bis 3 Fixpunktiterationen pro Zeitschritt erforderlich.

6) Zur Losung der Aufgabe kann man das Programm 9.3 (rwp2nl_gb.m) nutzen. Die
Octave-Kommandozeile

[y,x] = rwp2nl_gb(1l.,6.79e-12,0,10,3000,105.4,100);

erzeugt mit dem Vektor y an den Stiitzstellen « die numerische Losung. Dabei waren 7
Newton-Iterationen nétig, um den Defekt des bei der Diskretisierung entstandenen nicht-
linearen Gleichungssystems von 10% auf 10~'? zu verringern.

7) Grundlage fiir die Losung der Zweipunkt-Randwertaufgabe
y' =oy", 0 <z <10, y(0) = ya, y(10) =y
ist das Programm 8.5 (schiessv_gb.m). Es sind letztlich die beiden Anfangswertprobleme

y' =oy', 0 <z <10, y(0) = ya, ¥'(0) = ¢,
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bzw.
yl =doyPyc , 0 <z <10, yc(0) =0, y.(0) =1

pro Newton-Iterationsschritt zu 16sen. Fiir die konkrete rechte Seite f(x,y) = oy* miissen
die Programme 8.5d, 8.5e angepasst werden. Es ergibt sich

# Programm aufg8.7a
function [y] = fs2(x,v1l,y2);
sigma = 6.79e-12;
y = sigmaxylx=*4;
# Ende fs2

# Programm aufg8.7b

function [y] = fsy2(x,yk,yl,y2);
sigma = 6.79e-12;
y = sigmax4xyk*x*3xyl;

# Ende fsy2

Mit den Octave-Kommandozeilen

a=0;b=10;eta0=3000;etal=770;n=100;
[vl,x] = schiessv_gb(a,b,etal,etal,n,-765);

erhdlt man fiir ¢ und g(¢) die Resultate der nachfolgenden Tabelle.

Newton-Iteration ¢ 9(¢)
1 —773,62 8764,6
2 —788,89 4020,0
3 -807,13 1676,1
4 —816,97 486,87
5 —818,46 59,747
7 —818,52 2,2364
8 —818,52 0,056316
9 —818,52  3,4381le — 05

—_
o

—818,52  8,4929¢ — 07

Hierzu ist allerdings anzumerken, dass das konvergente Newton-Verfahren erst nach ver-
schiedenen Fehlversuchen mit ungeeigneten Starwerten fiir ¢ schliefSlich mit dem Startwert
¢ = —765 erhalten wurde.

Die Wahl dieses Startwerts basierte auf einer genaueren Betrachtung der Losung der Auf-
gabe 6).
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Kapitel 9

1) Sei w;; eine FV-Kontrollzelle mit dem Stiitzwert u;; im Zentrum. Az und Ay seien die
Lange und Breite von w;;. Das Gebiet (2 wird richtungsdquidistant in N x M Kontrollzellen
unterteilt. Als Randbedingungen werden etwas allgemeiner

uw=u, aufly, gradu -7 =g¢q aufl;
vorgegeben. Aufierdem wird in der Gleichung ein Quell-Senken-Glied f auf der rechten

Seite beriicksichtigt. Die Geschwindigkeit 7 = (v, w)” ist auf Q U 9Q gegeben. Fiir den
konvektiven Term ergibt sich die Bilanz

div (u?) dF = / ut - fds
Owij

Wij
Uqj + Ui415 Usj + Uj—15
~ [U1+1/2J 5 — Vi—1/2j 5 }A
Uij + Ujjq1 Ujj + Ujj—1
Hwijrp——5—— ~wij—1p— 5 Az

Fiir den Diffusionsterm erhilt man

div (Agradu) dF = / Agradu - i ds
Owij

Wij

Ujs1i — Wis Uji — Uj14 Ujit1 — Wis Uji — Ugi_1
~ /\[ i+1j g Py i J]Ay+/\[ i+ o 2y ) ]Ax

Ax Ax Ay Ay
Nach Division durch AzAy ergibt sich insgesamt die Gleichung
Uij + Uit1j Uij + Ui—1j5 Ui + Uij41 Uij + Ujj—1
[’Ui+1/2j% - Ui71/2j%]/A$ + [%jﬂp% - wijfl/2%}/Ay
QUi — Wig1j —Wim1j | 2Ui5 — Uij41 — Uij—1
A ij +1j J J ) J — f..
+ [ sz + Ay2 ] fl]
fiir innere Zellen w;;. Fiir Randzellenan I'y, d.h. i = 1,1 < j < M, ergibt sich mit
% = Uy <= Uj—1; = 2u, — Ujj
die Randgleichung
Uij + Uit Usj + Uij41 Ugj + Ujj—1
[Ui+1/2j”fz+j - Ui71/2jur]/Ax + [wij+1/2% - wijq/Q%]/Ay
Buij — Wig1j — 2Up | 2U5 — Uijp1 — Uij—1
+Al Ax? Ay? I= i
Fiir Randzellen an I'; ergibt sich fiir 1 <4 < IV, j = 1 mit
(uij — uij,l)/Ay = —q <~ Ujj—1 = Uiy + QAy
die Randgleichung
Ujj + Ui415 Ujj + Uj—15 Ujj + Ujj41 qAy
[igry2j =5 = viyyy AT+ Wi = —wiga(ui + =5l Ay
2uij — U1y — Ui—1j | Ui — Wi+l — gAY
+A[ J +1j J J Jt+ ] = fis s

Ax? Ay?
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firi= N,1 < j < M mit

(ui—i-lj — uij)/Ax =q < Uit1j = U5 + qAx

die Randgleichung
qAz Uij + Ui—1j Uij + Ugj+1 Ujj + Uj—1
[ig1/25 (i + 757) = vie1/2 %]/Aw + [wij+1/2jfj+ — Wi /Ay
U"—U‘_l'—qu‘ 2ui4—uil+1—ui'_1
A i i—1j J J J — f..
+Al Azx? Ay? I= 1y
und fur 1 <i < N,j = M mit
(uij+1 — U”)/Ay =q < Uij41 = Uij + (JAy
die Randgleichung
Uij + Uit Ujj + Ui—15 qAy Ujj + Ujj—1
[Ui+1/2j% — Vi-1/2j5 %]/Al’ + [wij+1/2(uz'j + T) - wij—l/2%]/Ay

2Uij — Uig1j — Ui—1j I el qAy

+Al Ax? Ay?

]:fzj

An den Eckpunkten erhilt man fiir i = 1, j = 1 die Gleichung

Uij + Uiyl Uij + Uij+1 qAy
[Ui+1/2j% — Vi—1/2jur]/ Az + [wij+1/2jfj+ — wij—1/2(uij + —7)]/ Ay
SUij — Uiy1j — 2Up | Uy — Uiyl — GAY
A J +1j J J+ s
+ [ A.’I,'2 Ayg ] fl_])
firi =1,j = M die Gleichung
Ujj + Uiyt qAy Uij + Ugj—
[”Ui+1/2jjf+lj - vi—l/QjUr]/AI + [wij+1/2(uij + T) - wij—1/2%}/Ay
3uij — Uig1j — 2ur | Ui — U1 — gAY
A[ 2% +1j J J —
+Al Az? Ay? J=tij
furi = N, j = 1 die Gleichung
qAzx Ujj + Uj—1 Uiy + Uij41 qA

Yy
[Vig1/2; (wij + T) - Ui71/2jf]/A$ + [Wiji1/2 3 — wij—1/2(uij + T)]/Ay

uij — ui—lj — inL’ uij — uij+1 — qu

+/\[ Az2 + Ayg ] = fij
und schlieflich fiir i = N, j = M die Gleichung
Az Uii + Ui—14 qA WUii + Uii—1
[Ui+1/2j(uij —+ T) — Ui—1/2j%]/Ax —+ [w1J+1/2(u” + T) — wz]—l/Q%}/Ay
Uij — Ui—1j — AT uij — w1 — qAy
+A[—Z ijz + in | = fij -

Die Losung des Gleichungssystems fiir die Unbekannten w;;, ¢ = 1,...,N,j = 1,...,. M
kann direkt oder iterativ erfolgen. Als Orientierung fiir die Implementierung der iterativen
Losung kann man das Programm 9.1 verwenden. Im nachfolgenden Programm wurde ein
SOR-Verfahren realisiert. Allerdings wurde aufgrund der Rechteckgeometrie ohne Gebiet-
sidentifikationsmatrix gearbeitet.
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# Programm zur Loesung der Aufgabe 9.1

# mit Dirichlet- und Neumann-RB, iterative Loesung

# input: n,m Stuetzpunkte in x- und y-Richtung

# output: Loesung u(x,y) auf dem Gitter x,vy,

# udiff Abstand zweier Loesungen, it Iterationszahl
# Aufruf: [u,x,y,udiff,it] = aufg9li (n,m,omega,eps,itmax);
function [u,x,y,udiff,it] = aufg9li (n,m,omega,eps,itmax);

# Materialdaten, Quellen
la = 3.0; ff=0;
# Gebeitslaenge, Gebietshoehe
11 = 2; hh = 1;
# Dimensionierung des Gitters
dx = 11/n; dy = hh/m;
h = dx; k = dy;
# Gitterinitialisierung
x (1) = dx/2; y(1) = dy/2;
for i=1l:n

x (1) = (i-1)*dx+x(1);
endfor
for j=1:m

y(J) = (J-1)+dy+y(1);
endfor
# Startfeld
for i=1:n

for j=1l:m

u(i,j) = 1.0;

endfor
endfor
# Konstanten
h2=h"2; k2=k"2; dx2=2+dx; dy2=2xdy;
udiff = 1; unorm = 1; it = 0;
# Randwerte
uw=1; gl=0; g2=0; g3=0;
# Aufbau der Matrix und der rechten Seite
for i=1l:n

for j=1:m
ind = i+ (j-1) *n;
vin = (x(1)-0.5xdx)"2; vp = (x(1i)+0.5xdx)"2;
wm = (1-y(3)+0.5xdy)"2; wp = (1-y(j)-0.5xdy)"2;

if (1 <1 6&& 1 <n && 1 < J && j <m)
a(ind,ind) = 2xla/h2+2xla/k2 + (vp-vm)/dx2 + (wp-wm) /dy2;
a(ind,ind+1l) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind, ind-1) -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind, ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
a(ind, ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
f

ffl(ind) = ff;
endif
if (1 ==1 68 1 <3 && j <m)

3xla/h2+2%la/k2 + vp/dx2 + (wp-wm)/dy2;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind, ind+n) = —-(la/k2 - wp/dy2);

a(ind, ind) =
)
)

a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
£

ffl(ind) = ff+vmxuw/h+la*2+xuw/h2;
endif
if (1 <1 && 1 <n && Jj==1

2xla/h2+la/k2 + (vp-vm)/dx2 + wp/dy2 -wm/dy;
a(ind, ind+1 -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind, ind-1 -(la/h2 + vm/dx2);

a(ind,ind) =
)
)

a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
£

ff1l(ind) = ff+wmrglxk/dy2+la*ql/k;
endif
if (1 ==n && 1 < 3 && 3§ <m)

a(ind,ind) = la/h2+2xla/k2 + vp/dx -vm/dx2 + (wp-wm)/dy2;
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a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind, ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
ffl(ind) = ff-vp*qg2/2+larg2/h;
endif
if (1 <1 && 1 <n && j ==m)
a(ind,ind) = 2xla/h2+la/k2 + (vp-vm)/dx2 + wp/dy - wm/dy2;
a(ind,ind+1l) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
£f1(ind) = ff-wp*qg3/2+laxqg3/k;
endif
if (1 == 1 && J == )
a(ind, ind) = 3xla/h2+la/k2 + vp/dx2 + wp/dy2 - wm/dy;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind, ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
ffl(ind) = ff+vmruw/h+wmrgl/2+lax2+xuw/h2+laxgl/k;
endif
if (i == 1 8& § == m )
a(ind, ind) = 3xla/h2+la/k2 + vp/dx2 + wp/dy - wm/dy2;
a(ind, ind+1l) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
ffl(ind) = ff + vmxuw/h - wp*g3/2 + lax2+uw/h2 +la*gq3/k;
endif
if (1 ==n && § == 1)
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + vp/dx - vm/dx2 + wp/dy2 - wm/dy;
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind, ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
ffl(ind) = ff-vp*g2/2+wmrgl/2+laxg2/h+laxgql/k;
endif
if (i == n && Jj == m )
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + vp/dx - vm/dx2 + wp/dy - wm/dy2;
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
ffl(ind) = ff-vpxq2/2-wpxq3/2+la*q2/h+laxq3/k;
endif
endfor
endfor

# SOR-Iteration

while (sqgrt
ualt = uj
udiff
it

for i=1:n
for j=1
ind =

if (1

u (i

endif
if (i

u(i,

endif
if (1

u (i
endif
if (4

u (i

endif

(udiff/unorm) > eps && it < itmax)

m

i+ (j-1) *n;

<1i&& i <ne&&l < j&s j<m)

, J)=(£ff1(ind)-a(ind, ind+1) xu(i+1, j) -a(ind, ind-1) xu(i-1, j)

-a(ind, ind+n) *u (i, j+1) -a (ind, ind-n) *u (i, j-1)) /a (ind, ind) ;

== 165 1< 7 & j <m)
J)=(ff1(ind)-a(ind, ind+1) xu(i+1l, j) —a(ind, ind+n) *u (i, j+1)
-a(ind, ind-n)*u (i, j-1))/a(ind, ind);

<1i6& 1 <ne&& j==1)
, 3)=(ff1(ind)-a(ind, ind+1) »u (i+1, j)-a(ind, ind-1) »u(i-1, j)
-a(ind, ind+n) *u (i, j+1)) /a(ind, ind);

== n && 1 < j && J <m)
,J)=(ffl(ind)-a(ind, ind-1) xu(i-1, j) —a(ind, ind+n) *u (i, j+1)
-a(ind, ind-n) *u(i, j-1))/a(ind, ind);
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if (1 <1 && 1 < n && J ==m)
u(i, j)=(ffl(ind)-a(ind, ind+1)*u(i+1l, j)-a(ind, ind-1)*u(i-1, j)
-a(ind, ind-n) *u(i, j-1))/a(ind, ind);

endif
if (1 == 1 &8 jJ==1)
u(i, j)=(ffl(ind)-a(ind, ind+1)*u(i+1, j)-a(ind, ind+n) *u (i, j+1))/a(ind, ind);
endif
if (1 == 1 &8 § == m )
u(i, j)=(£f£f1(ind)-a(ind, ind+1)u(i+1, j)-a(ind, ind-n)*u(i, j-1))/a(ind, ind);
endif
if (i == n && j == 1)
u(i, j)=(££f1l(ind)-a(ind, ind-1)*u(i-1, j)-a(ind, ind+n)*u(i, j+1))/a(ind, ind);
endif
if (i == n && Jj ==m )
u(i, j)=(ffl(ind)-a(ind, ind-1)*u(i-1, j)-a(ind, ind-n)*u (i, j-1))/a(ind, ind);
endif
endfor
endfor

udiff = 0.0; unorm = 0.0;
for i=1:n
for j=1:m
u(i,j) = omegaxu(i, j)+(l-omega)*ualt (i, J);
udiff = udiff + (u(i, j)-ualt(i,j))"2;
unorm = unorm + ualt (i, j)"2;
endfor
endfor
if (unorm == 0.0)
unorm = 1;
endif
it = it + 1;
endwhile
# Ende des Programms

Im Programm wurde die Koeffizientenmatrix a und die rechte Seite ff1 des linearen Glei-
chungssystems aufgebaut, um auch die Moglichkeit der direkten Losung zu haben. Die
Koeffizientenmatrix des zu 16senden linearen Gleichungssystems ist aufgrund der konvek-
tiven Glieder der Differentialgleichung nicht symmetrisch und positiv definit. Deshalb gibt
es keinen Bereich fiir den Relaxationsparameter w, wo die Konvergenz des SOR-Verfahrens
gesichert ist. Fiir w = 1,2 lag bei einer Diskretisierung von 40 x 20 finiten Volumenzellen
Konvergenz vor, wiahrend das SOR-Verfahren fiir w = 1,6 nicht konvergierte. Allerdings
treten groflere Probleme bei der Losung erst dann auf, wenn die konvektiven Glieder die
diffusiven dominieren.

2) Die Upwind-Approximation ergibt mit den Vereinbarungen

ops = Vit1/2; -1-2\vi+1/2j| e = Vig1/2 —2\vi+1/2j| 7
omy = Vi—1/2j "'2|Uz'71/2j| Com = Vi—1/2j _2|Ui71/2j| ’
wpe = Wijy1/2 +2|wij+1/2| Cwp = Wijt1/2 —Q\wijﬂ/z\ 7
wmy = wij 172 + (Wi 12| C wm_ = Wij—1/2 — [wij—1/2]

2 2
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gemdfs dem Vorgehen in Abschnitt 9.2.3 fiir den konvektiven Term die FV-Approximation

/w-,;j

R [UD4Uij + UD_Uip1j — VMG Ui—15 — VM_Us5) Ay

div (u?) dF = / ut - nds
E)wij
Fwpsui; + WP_uijp1 — WM —1 — wM_u] Az .
Mit der Bilanz des Diffusionsterms iber w;; und nach Division durch AzAy ergibt sich
insgesamt die Gleichung

vpy —vm_ vp_ vmy wpL — Wm_ wp—_ wmy
T Az U5 + Ar Uitp1j — Ax Ui—15 + Ay U5 + Ay Ujj4+1 — 7Ay Uij—1

Ui — Wig1j — Wim1j | 2Uij — Uij41 — Uij—1

+A[ = Ay? 1= fi;

fiir innere Zellen w;;. Analog zum Vorgehen bei der Aufgabe 1 werden durch Beriicksich-
tigung der Randbedingungen in den FV-Zellen am Rand die jeweiligen Ghostwerte elimi-
niert und Rand- bzw. Eckgleichungen aufgestellt. Im Einzelnen erhilt man:

Fiir RandzellenanI'y, d.h. i = 1,1 < j < M, ergibt sich mit

Ui +2Ui—1j —u, Wii1j = 2y — Ui
die Randgleichung
vp+fvm_+vm+u”+vp_uv _72vm+u +wp+fwm_u__+wp_u“ 7wm_u“
Ax 1] Az 1+1j Az T Ay 17 Ay 17+1 Ay 17—1

Buij — i1 — 2uy n Ui — Uij1 — Uij—1

Al Ax? Ay?

= fij -
Fiir Randzellen an I'y ergibt sich fiir 1 <4 < N, j = 1 mit

(uij —uij—1)/Ay = —q <= uij_1 = uy; +qAy

die Randgleichung
VP4 — UM D vmy wpy — wm_ — wmy wp_
T A T AT Ay T Ay TRy e T
2Uij — i1 — Uim1y | Uij — Uij+1 — qAY
+Al A2 Ay? | = fij

firi = N,1 < j < M mit

(Ui+1j — U”)/A.’IJ =(q < Uit1j = Uy + quE

die Randgleichung
Up+ — Um_ + vp_ UMy WP — Wwm_ wp_ wm4
Az Uij + VP—q — Hui—lj + Tuij + TyuijJrl - Tyuij—l
Uij — Uim1j — QAT 2Uj5 — Ujj41 — Ujj—
e

Az? Ay?
und fiir 1 <4 < N,j = M mit

(Wijr1 — Uij) /Ay = ¢ <= ujjp1 = Ui + qAy
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die Randgleichung
vpL — vm_ up_ vmy wp4 — wm_ + wp_ wm.y
T Ar Tt AgM T Ay it Ay tij FWP—g = TA i
2uij — Wity — Uim1y | Uij — Wij—1 — gAY
+Al Az? Ay? I=fi-
An den Eckpunkten erhilt man fiir i = 1, j = 1 die Gleichung
vpy —vm_ +vmg vp_ vmy WP — WM_ — WMy wp—
Az U5 + EUH_U -2 Ax Uy + Ay U5 + Tyuij_H — Wwm4q
3uij — wi1; — 2ur | Ui — Uit — gAY
+A[ A2 + Ay? 1= fij,
furi =1, j = M die Gleichung
Up4 — UvM_ +vmg vp— vm4 WP+ — WM—_ + wp— wm-
Ar Ui+ AWty — 2 e Ay Uij +wp—q — Ay Vi1
3uij — Uiy — 2ur | Ui — uzi—1 — gAY
+A[ AL? Ay? 1= fij s
firi = N, j = 1 die Gleichung
Upy —vm_ +vp_ VM WPy — WM_ — WMy wp_—
Az Ujj +vp_q — A—xui_lj + Ay U5 + Ay Ujj41 — WM q
s — aA i — aA
_M[u” Uy 1J2 qAx Uy Uzj+; q 3/] = fu
Az Ay
und schlieSlich fiir i = N, j = M die Gleichung
Up4+ —Vvm_ +vp_ VM wp4 — wm—_ + wp— WMy
Ar Ui +Vp—q — N + Ay Uij + wp—q — Tyuij—l
Ujj — Ui—1; — QAT ui; —uij—1 — qAy,
+>‘[ Ax2 Ayz ] - fij .

Aufgrund der Eigenschaft
vpr >0, vmgy 20, vp— <0, vm_ <0, wpy >0, wmy >0, wp_ <0, wm_ <0

ergibt sich mit der gewéhlten Upwind-Approximation ein Gleichungssystem mit einer sta-
bilisierten Diagonale zur Bestimmung der gesuchten Werte u;;, i =1,...,N,j =1,..., M.
Im nachfolgenden Programm ist die Upwind-Approximation implementiert.

Programm zur Loesung der Aufgabe 9.2
mit Dirichlet- und Neumann-RB, iterative Loesung
input: n,m Stuetzpunkte in x- und y-Richtung,

omega Relaxationsparameter, eps Genauigkeit
output: Loesung u(x,y) auf dem Gitter x,y,

udiff Abstand zweier Loesungen, it Iterationszahl
Aufruf: [u,x,y,udiff,it] = aufg92i (n,m,omega,eps, itmax)
function [u,x,y,udiff,it] = aufg92i (n,m,omega,eps,itmax);
# Materialdaten, Quellen
la = 3.0; ff£=0;
# Gebeitslaenge, Gebietshoehe
11 = 2; hh = 1;
# Dimensionierung des Gitters
dx = 11/n; dy = hh/m;
h = dx; k = dy;

HH o H W
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# Gitterinitialisierung
x (1) = dx/2; y(1) = dy/2;
for i=1:n

x (1) = (i-1)»dx+x(1);
endfor
for j=1l:m

y(3) = (J-1)»dyty(1);
endfor
# Startfeld
for i=1l:n

for j=1:m

u(i,j) = 1.0;

endfor
endfor
# Konstanten
h2=h"2; k2=k"2; dx2=2xdx; dy2=2xdy;
udiff = 1; unorm = 1; it = 0;
# Randwerte
uw=1; gl=0; g2=0; g3=0;
# Aufbau der Matrix und der rechten Seite
for i=1:n

for j=1:m
ind = 1 + (j-1)=*n;
vm = (x(1)-0.5xdx)"2; vp = (x(1)+0.5%xdx)"2;
wm = (1-y(3)+0.5xdy)"2; wp = (1-y(3)-0.5xdy)"2;
avm = abs(vm); avp = abs(vp);
awm = abs (wm); awp = abs(wp);
vpp = 0.5x (vptavp); vpm = 0.5* (vp-avp);
vinp = 0.5% (vm+avm); vmm = 0.5% (vm-avm) ;
wpp = 0.5x (wptawp); wpm = 0.5% (wp—awp) ;
wnp = 0.5 (wmtawm); wmm = 0.5% (wm—awm) ;
if (1 <i&si<nessl<3&s j<m)
a(ind,ind) = 2xla/h2+2xla/k2 + (vpp-vmm)/dx + (wpp-wmm) /dy;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wmp/dy);
ffl(ind) = ff;
endif
if (i == 1688 1< 3 && 3 <m)
a(ind,ind) = 3xla/h2+2xla/k2 + (vpp-vmm+vmp)/dx + (wpp-wmm) /dy;
a(ind, ind+1l) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind, ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
a(ind, ind-n) = -(la/k2 + wmp/dy);
ffl(ind) = ff-2xvpm*uw/h+lax2+uw/h2;
endif
if (1 <1 && 1 <n && j==1)
a(ind,ind) = 2xla/h2+la/k2 + (vpp-vmm)/dx + (wpp - wmm — wmp) /dy;
a(ind,ind+1l) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind, ind+n) = —-(la/k2 - wpm/dy);
ffl(ind) = ff+wmpxgl+laxql/k;
endif
if (1 == n && 1 < j && J < m)
a(ind,ind) = la/h2+2xla/k2 + (vpp - vmm + vpm)/dx + (wpp-wmm)/dy;
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wmp/dy);
ffl(ind) = ff-vpmxg2+laxg2/h;
endif
if (1 <1 && 1 <n && j ==m)
a(ind,ind) = 2xla/h2+la/k2 + (vpp-vmm)/dx + (wpp - wmm + wpm) /dy;

a(ind, ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);
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a(ind, ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind, ind-n) = -(la/k2 + wmp/dy);
ffl(ind) = ff-wpmxg3+laxqg3/k;
endif
if (== 1 &8 § ==1)

a(ind, ind) =

a(ind, ind+1) -(la/h2 - vpm/dx);

a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
f

ffl(ind) = ff+2+«vmp*uw/h+wmp*gl+la*x2+xuw/h2+la*xgl/k;
endif
if (1 ==1 && j ==m)

a(ind, ind) =
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wnmp/dy);
ffl(ind) = ff + 2+vmpxuw/h - wpmxg3 + lax2+uw/h2 +laxg3/k;

endif
if (i == n && j == 1)

a(ind, ind) =
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
ffl(ind) = ff-vpmxg2+wmp*gl+laxg2/h+largl/k;
endif
if (1 == n && j == m )
a(ind, ind) =
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wmp/dy);
ffl(ind) = ff-vmp*g2-wmp*g3+la*xg2/h+laxq3/k;
endif
endfor
endfor
# sor-Iteration
while (sqrt(udiff/unorm) > eps && it < itmax)
ualt = u;
udiff
it
for i=1:n
for j=1:m
ind = 1 + (j-1)=*n;
if (1 <i&si<neé&sl<id&s j<m)
u(i,3)=(££1(ind)-a(ind, ind+1) xu(i+1, §)-a(ind, ind-1) *u (i-1, j)
-a(ind, ind+n) *u (i, j+1) -a(ind, ind-n) *u (i, j-1)) /a(ind, ind) ;
endif
if (i == 1 && 1 < J && j <m)
u(i,j)=(ffl (ind)-a(ind, ind+1) *u(i+1l, j)-a(ind, ind+n) *u (i, j+1)
-a(ind, ind-n)*u (i, j—-1))/a(ind, ind) ;
endif
if (1 <1 6& 1 <n && J == 1)
u(i,j)=(£f£f1l(ind)-a(ind, ind+1) *u(i+l, j)-a(ind, ind-1) u(i-1, j)
-a(ind, ind+n) *u (i, j+1))/a(ind, ind) ;
endif
if (i == n && 1 < j && j < m)
u(i,j)=(ffl(ind)-a(ind, ind-1) *u(i-1, j)-a(ind, ind+n) «u (i, j+1)
-a(ind, ind-n)*u(i, j-1))/a(ind, ind);
endif
if (1 <1 && 1 <n && J ==m)
u(i,)=(££1(ind)-a(ind, ind+1) xu(i+1, §)-a(ind, ind-1) *u (i-1, j)
-a(ind, ind-n)*u (i, j-1))/a(ind, ind) ;

endif
if (i == 1 && j == 1)
u(i, j)=(£f£f1l(ind)-a(ind, ind+1)*u(i+1l, j)-a(ind, ind+n)*u (i, j+1))/a(ind, ind);
endif
if (1 == 1 && j ==m)

3xla/h2+la/k2 + (vpp - vmm + vmp)/dx +(wpp - wmm- wmp) /dy;

3xla/h2+la/k2 + (vpp - vmm + vmp)/dx + (wpp — wmm + wpm)/dy;

la/h2+la/k2 + (vpp - vmm + vpm)/dx + (wpp — wmm - wmp)/dy;

la/h2+la/k2 + (vpp - vmm + vpm)/dx + (wpp — wmm + wpm)/dy;

u(i,)=(££1(ind)-a (ind, ind+1) xu (i+1, §) -a(ind, ind-n)*u (i, j-1)) /a(ind, ind) ;
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endif
if (1 == n && j == )
u(i, j)=(£f1l(ind)-a(ind, ind-1)*u(i-1, j)-a(ind, ind+n)*u (i, j+1))/a(ind, ind);
endif
if (i == n && Jj ==m )
u(i,j)=(ffl(ind)-a(ind, ind-1)~*u(i-1, j)-a(ind, ind-n)*u(i, j-1))/a(ind, ind);
endif
endfor
endfor

udiff = 0.0; unorm = 0.0;
for i=1:n
for j=1l:m
u(i, j) = omegaxu(i,j)+(l-omega)xualt (i, ]J);
udiff = udiff + (u(i, j)-ualt(i,J))"2;
unorm = unorm + ualt (i, j)"2;
endfor
endfor
if (unorm == 0.0)
unorm = 1;
endif
it = it + 1;
endwhile
# Ende des Programms

3) Die zentrale Differenzenapproximation ergibt mit den bekannten Beziehungen

h h (173 -72ul~+ui_ 1
Vit1/2j = Uij+§vx+0(h2)7 Vi_1/25 = Uij*§Ux+O(h2), +1J hzj Y =ty +O(R?)

fiir die erste Komponente uv von u@

Uit1j + Wij Uij + Ui-1j
gy — o v
2 2

Uit1j h Yij h
= =5 Wi + 5ve + O] + S vig + Sva + O(h%)]

s h Ui h
—2—;[1@‘ 5l +O0(n*) — th [vij = 2 + O]
_ Ui 1j — Ui—1j vy + Uit1j + Ui—15 vy + %% + O(hz)

2h 4
i+1j i—15 + 2uij

= upo + O(R?) + MU T TG, o)

4

ey i1 — U A

= uyv + UHJ—HZhQIJ Y 2y, 4 Zjvz—&-O(h?)
1

= u,v+ Z(um + O(h?))h*vy + uv, + O(h?)

= uyv + uv, + O(h?) = (wv), + O(h?) .

Der Nachweis fiir die zweite Komponente uw von u¥ erfolgt analog.

4) Mit den Bezeichungen
V; i+ v i V; P — v -
ops = i+1/2j 2| z+1/2]|) up_ = i+1/2j 2| Z+1/2j|’
—— Vi_1/25 ""2|vi—l/2j|’ om. = V=12 —2|Ui—1/2j|
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gilt im Fall v; 1 /2;v;_1/2; > 0 fiir die erste Komponente die Upwind-Approximation

Vit1/25Wij — Vi—1/25Ui—1j
h

und durch Taylorreihenentwicklung erhalt man

Vit1/2jWi5 — Vi—1/25Ui—1j
= ++O(h).
: (vu)s + O(h)

Falls v;11/25vi—1/2; < 0 ist, erhdlt man fiir die erste Komponente die Upwind-
Approximation

Vit1/25Wi5 — Vi—1/25Uij
h

und mit geeigneten Taylorentwicklungen folgt

Vit1/2jWi5 — Vi—1/25Uij
h

= uv, + O(h?) .

Aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichen von v;,/2; und v;_; /5; im nichttrivialen Fall
ergibt sich

Vit1/25 T Vi—1/2;
=0(h
: (n)

und damit auch v;; = O(h) bzw. u,v = O(h). Insgsamt gilt dann

Vit1/2jWi5 — Vi—1/25Uij

. wv, + O(h?) = wv, + ugv — O(h) + O(h?)

= wvy + uzv + O(h) = (uv), + O(h) .

Der Nachweis fiir die zweite Komponente uw von u@ erfolgt analog.

5) Die Diskretisierung erfolgt in radialer, azimuthaler und z-Richtung, der Einfachheit hal-
ber mit den Diskretisierungsinkrementen Ap, Ay und Az dquidistant. Fiir eine Volumen-
zelle w;jj, gilt dann

wije = {(pcosp,psing,2) |1+ (i —1/2)Ap < p <1+ (i+1/2)Ap,
(J—1/2)Ap <o < (1 +1/2)Ap, (k—1/2)Az < 2 < (k+1/2)Az},

firi=1,...,N,j=1,...,M,k=1,..., P, wobei die Punkte

(@i, y5,2k) = (picos gy, (pising;, zi), pi =1+iAp, ¢; = jAp, 2z, = kAz

jeweils die Mittelpunkte der Zellen w;;;, sind, wo auch die Stiitzwerte u;;; berechnet wer-
den sollen.

Die Bilanz der rechten Seite der Differentialgleichung ergibt fiir konstantes A

/ AMudV = pdpdodz
Wijk

Zk41/2 Pji+1/2 Pit1/2 1 a 8’[1, 1 82U aQu
/ / 5Pt oz T ]
Zk—1/2 Pji—1/2 Pi—1/2 P p P ¥ z

Zr+1/2 /¢J+1/2/ i+1/2 (9 8’[1, 182 82
=)+ - + p—] dpdpdz .
/ e 5,8, F ra2 T Pa

Pj—1/2 Pi—1/2
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Die iterierte Integration ergibt mit den 6stlichen und westlichen, nérdlichen und siidlichen
sowie hinteren und vorderen Randfldchen dw,, Owy,, Owy,, Ows, Owp,, Ow,, von wjji

-, AudV =~ [Pi+1/2gZ|awo - Pi1/2gZ|aww}A¢AZ
+%[g—:|awh - %\aw“]ApAz + pi[%bwn - %\awsmﬂﬁw
~ [Pi+1/2w - ﬂifl/zwk;izi_ljk]A@Az
L Uijyik — Uij ijk — Wij—
E[UJHZQP “idh _ Zishk AZ . M]ApAz
+pi[uijk+1A; Wijk  Wijk —AZijkq]ApA@ )

Die Division durch p;ApApAz und die Berticksichtung von % = 0 ergibt die FV-

Approximation

1 Ui4-15k — Uijk WUijk — Ui—15k Uijk+1 — Uijk  Uijk — Wijk—1

ps B L L L st LA W/ _ A

o [pi+1/2 Ap P12 R Ap+ =4 AN, /Az
furalle j = 1,..., M. Fur die linke Seite der Differentialgleichung bilanziert man

/ %; dV =~ agitjk PiApApAz

Ouijik

und die Division durch p;ApApAz ergibt die Approximation =—5/*. Da die Approxima-
tionen unabhidngig von j sind, kann man auf den Index j verzichten und erhilt fiir die
Differentialgleichung letztendlich die FV-Approximation

Oug . )\[pi+1/2(ui+lk — Uik) — Pi—l/Z(Uik — Ui—1k) n Uik41 — 2Uik + uikq]
ot pilp? Az2 '

Mit der Berticksichtigung der Anfangs- und Randbedingungen erhdlt man ein Anfangs-
wertproblem zur Berechnung der Stiitzwerte u,, im Zeitintervall ]0,10].

6) Mit dem Hilbertraum
U=V =H([0.1]) = {u|u,us € L>([0,1]), u(0) = 0}

definiert man auf U x V die Bilinearform
1
A(u,v) = / [(1 4+ 2*)ugv, + 3uv] dz + 4u(1)v(1)
0
und auf V das Funktional
1 2
Flv) = / e v dr + 8v(1)
0

was nachfolgend gerechtfertigt werden soll. Testet man die linke Seite der Gleichung mit
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einer Funktion v € U, dann ergibt sich durch partielle Integration

1 1 1
d du du du dv
——((1 +2*)—) + 3ulvd —(14 2%)—v|} /1 Hh_—"—"4d /3 d
/O[ dx(( J”C)d:z:H ulv dx (+x)dxv|0+ 0( +x)dmdx r+ i wv dz

! du
/ [(1 4 2%)upv, + 3uv] de — 20|y
0 dzx

/01[(1 + 22 ugv, + 3uv] dr — 2(4 — 2u(1))v(1)

/1[(1 + 1) ugv, + 3uv] dr + du(1)v(1) — 8u(1) .
0

Der Test der rechten Seite der Gleichung mit einer Funktion v € U ergibt

1
e}
/exvd:v,

0

so dass man insgesamt
1 T
/ [(1 4 2*)ugv, + 3uv] do + 4u(1)v(1) — 8v(1) = / e P vdr < A(u,v) = F(v)
0 0
und damit die schwache Formulierung erhalt.
7) Zu zeigen ist die Existenz von Konstanten C, D,~ > 0, so dass
a) [A(u, )] < Cllullv|[v]lv , [F(v)] < Dlfv]lv (Stetigkeit) und
b)  A(u,u) > v||u||} (Koerzitivitat)
mit
1
ol = lullas = (02 + ) o]/
gilt. Fur = € [0,1] gilt aufgrund der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

[Au, 0)| < 2lJus||z, |[vall, + 3lullz, o]l +4lullv[[ollv < 9fullv||v]lv

da

1 1
]| = [/ W da]'/? < [/ (2 + u2) da]'? = [ul]y
0 0

und

1 1
IIUHLzz[/ “de]l/zﬁ[/ (u +u®) d2]'? = |Jul v
0 0

gilt. Aufierdem gilt

1 1
|F(v)] = |/ efmgvdm+8v(1)|§eo/ |v| dz + 8|v(1)]
0 0
1

1 1
9/ |v|da:§9[/ Ude]l/Qgg[/ o2 4 02 ]2 = 9| [ol|y .
0 0 0

IA
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Damit ist a) mit C = D = 9 bewiesen.
Da (1 + 2?%) > 1 fiir alle z € [0,1] ist, folgt

1 1 1 1
A(u,u)Z/ uidm+3/ u2dx2/ uida:Jr/ w?dr = ||u|} |
0 0 0 0

also b) mit v = 1.
8) Mit den quadratischen FE bzw. Basis-Funktionen
2(%)2*3%+1 T, <T < Tig1

%(I) —_ 2(1721‘—1)2 _ mfﬂlcli—l Ti_1 S T S i
sonst

firi=1,...,n,x; =i-h, h=1/n,und

4570 (] — =5 Ty < T < T
spiJrl/Z(q;) = { 0 h ( h ) sénst i+1
furi=1,...,n — 1 sind zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix die Integrale
[ @i [ awenm@d, [ e@em)d,
SUpp @i SUpp i SUPP Pi
/ 90124,-1/2(17) dz, / Pir1/2(x)pi(z) dr, / Pit1/2(®)@iy1(x) da,
SUPpP Pi41/2 SUPP Pi41/2 SUPP Pi41/2

bzw.

/ o2 () da, / L (2) ¢4 () da, / ()61 () da,
supp @i supp @i supp @i

/ G2 a() d, / G 2(@)6(2) d, / 12 ()P () de,
SUpp Pi+1/2 SUpp Pi+1/2 SUpPp Pi+1/2

und

/ P2 p(r) de, / 220 (2)gl s () de,
Supp Pi supp @i

/ 22l (2) gy (x) de, / PR (o) d,
supp @i

SUPP Pit1/2

/ 2041 5(2)0) () da, / P21 1o ()P () do,
SUPP Pi+1/2

SUPP Pi+1/2

zu bestimmen. Man erhilt mit den Ableitungen

(4%—3)/]1 T, < T < Tijyg1
pi(x) =49 == -1)/h zi1<z<uw
0 sonst

und

’ i 4(1—2%)/h T; < T < Tijg1
%‘+1/2( )= { 0 sonst
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im Ergebnis der Integration

4h
2
/W 5
h
ei(z)pip1(x) de = pila)pin (@) dr = 55,
SUPP i supp pi
8h
/ ‘p?+1/2(w) dr = i
SUPp Piy1/2
h
/ Piv1/2()pi() do = / Pir1/2(T)pit1(x) de = R
Supp Pit+1/2 SUPP Pi41/2
bzw.
14
2
/supp @i 3h
1
[ d@da@i= [ @@=
SUPP P4 supp @i
16
/2
Piy1/2(@) de = —,
‘/SUPP Pit1/2 1/ 3h

8
[ dap@d@de= [ e @ de =~
SUpp Pi+1/2 SUpPp Pit+1/2

Am rechten Intervallende ist statt tiber supp ¢,, tiber

supp ¢ N [0,1]

zu integrieren, so dass sich dort nur das 0,5-fache der fiir i < n angegebenen Werte ergibt.
Fiir die weiteren Integrale ergibt sich

/Suppgol g ;2(1:)(196 - %[M+%(xi—l+3xi)+%]a 1<i<n,
/SUPpgonﬂ[O,l] vl (w)dr = %[Ii—l =+ gxn_l + 2?512]’
/Supw Pelpin@de = 3%[963 + ha; + 35i2],
/Suppcps T gi(0)pi (@) do = 3%[%271 + hxi_1 + ?]»
/uppcp / eihp(e)de = ;%[mf + ha; + QSLZ],
s i+1/2
/supp%ﬂ/z x2@§+1/2(3?)<p§(a:) dr — —3%[:5? N ng N %},
/s“pp%H/z m2@2+1/2(1‘)<ﬂ2+1(9€) dr = _3%[%2 n %xz N 1282] |

Zur Berechnung des Lastvektors benétigt man noch die Integrale

: h
/ e_”“zgai(x) dx =~ —[6_9”?*1/2 + e_’”?*l/?]/2 , i=1,...,n—1
supp @i 3
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h
/ e_””zgoi(x) de = ~e~ -1/ , i=n
supp ¢, N[0,1] 6

und

2 2h 2
- ~ —x; s _
/ e piq1/2(x) dr = 3¢ +1/2 0 §=0,...,n—1.
Supp Pi+1/2

Ausgehend von der schwachen Formulierung erhélt man mit dem Ansatz
2n
up(z) = Zuj/z%‘/z(x)
j=1

das lineare Gleichungssystem

A(Uh,%‘/z) = F(%/2) , t=1,....2n
zur Bestimmung der Koeffizienten

Uy /2, ULy U 2y Uy -y Up_1/25 Un -

Die Integrale zur Berechnung des Lastvektors konnen bei Bedarf durch eine Quadraturfor-
mel genauer als hier bestimmt werden. Im nachfolgenden Programm ist die FE-Methode
implementiert.

# Programm zur Loesung der Aufgabe 9.8, FEM, quadratische Elemente

# —((l+c*x"2)u_x)_x + d+u = exp(-x"2), u(0)=0, [u_x + alpha=*u] (1) = beta
# Input: c,d,alpha,beta und Zahl der ganzen Indizes n

# Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und rechte Seite f
# Aufruf: [u,x,a,f] = aufg98fem2(c,d, alpha,beta,n);

function [u,x,a,f] = aufg98fem2 (c,d,alpha,beta,n);

m = 2*n; h = 1/n; h2 = h/2; h3 = 1/(h*3); hl5 = h/15;
h163 = 16/ (h*3); h83 = 8/ (h*3); hl43 = 14/ (h*3);

x(l) = 0;
f = zeros(m,1);
a = zeros (2+xn,2x*n);

for i=1:m
x (i+1)=ixh2;
endfor
# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=1:n
jh = 2x1i-1;

j o= 2xi;

if (1 == 1)
a(jh, Jh) = hl163«* (l+c* (x(Jh)"2+h*x(jh)+2+h"2/5))+d*8+h15;
a(jh, Jh+l) = -h83* (l+c* (x(jh) *2+3xhxx (jh) /2+13xh”2/20))+dxhl5;
a(j,j-1) = -h83# (l+c* (x(j-1) ~2+3xh#x (j—1) /2+13+h~2/20) ) +d*h15;
a(j,J) = hld3x (1+cx ((x(J-1)"2+x(J+1)"2)/2+11xhxx(j-1)/14

+3xh*x (j+1) /14+13xh"2/35) ) +dx4xh15;

a(j,j+1l) = -h83* (l+cx (x(j+1)"2+h*x(j+1)/2+3+«h"2/20))+d*h1l5;
a(j, j+2) = h3* (l+cx (x(Jj+1) "2+h*x (J+1)+3xh"2/5))-d+«h15/2;

endif

if (2 < j && j < m)
a(j,3-2) = h3*(l+c* (x(3-1)~2+h*x (j=1) +3%h~2/5))-d*h15/2;
a(j,j-1) = -h83* (l+cx (x(j-1)"2+3*h*x(j-1)/2+13xh"*2/20))+dxhl5;
a(3,3) = hld3« (L+cx ((x(j-1)"2+x(3+1)"2)/2+11+h*x (j-1)/14

+3+h#x (§+1) /14+13+h"2/35) ) +d«4*h15;
a(j,3+1) = —h83x (l+cx (x (+1) *2+hxx (§+1) /2+3%xh*2/20) ) +dxh15;
a(j,3+2) = h3x (L+c* (x (§+1) *2+h*x (§+1)+3«h”*2/5) ) -d«h15/2;
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endif
if (1 < 3h)
a(jh, jh-1) = -h83* (l+c* (x (jh) *2+h*x (Fh) /2+3xh"*2/20) ) +d*h15;
a(jh, Jh) = h163* (l+c* (x(jh) "2+h*x(jh)+2+xh"2/5))+d*8%hl15;
a(jh, Jh+1l) = -h83* (1+cx (x(jh)"2+3xhxx(jh) /2+13xh"2/20))+dxhl5;
endif
if (J == m)
a(j,j=2) = h3x(l+c*(x(J-1)"2+h*xx(J-1)+3xh"2/5))-d+«h15/2;
a(j,j-1) = -h83x (l+cx (x(Jj-1)"2+3*xh*x(J-1)/2+13+h"2/20))+dxhl5;
a(j,j) = T7+h3x(l+c*(x(J-1)"2+11lxhxx(J-1)/7+23xh"2/35))+d*x2+h15+2xalpha;
endif

f(jh) = exp(-x(7J)"2)*2+«h/3;
£(3) = (exp(-x(j)"2)+exp(-x(j+1)"2))+*h/6;

if (J == m)
f(j) = exp(-x(j)"2)xh/6 + 2xbeta;
endif
endfor

# Loesung
uu = a\f;
u(l) = 0;
for i=1:m
u(i+l) = uu(i);
endfor
# Ende des Programms

Zum Vergleich mit der FE-Methode mit quadratischen Elementen sind in den nachfolgen-
den Programmen ein FE-Verfahren mit linearen Elementen und ein FV-Verfahren zur Lo-
sung des Randwertproblems implementiert.

# Programm zur Loesung der Aufgabe 9.8 mit einem FE-Verfahren, lineare Elemente
# —((l+cxx"2)u_x)_x + d+u = exp(-x"2), u(0)=0, [u_x + alphax*u] (1) = beta

# Input: c,d,alpha,beta und Zahl der Elemente n

# Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und rechte Seite f

# Aufruf: [u,x,a,f] = aufg98feml (c,d, alpha,beta,n);

function [u,x,a,f] = aufg98feml (c,d, alpha,beta,n);

h = 1/n;

f = zeros(n,1);

x(1)=0;

for i=1:n
X (i+1)=1ih;
endfor
# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=1l:n

if (1 == 1)
a(i,i) = (2+cx (x(i)"2+4x(i+1) "2+h* (x(i)+x(i+1))+2+h"2/3))/h + d*2xh/3;
a(i,i+l) = —(l4+c*(x(i+1)"2+h*x(i+1)+h"2/3))/h +d+h/6;
f(i) = exp(=(x(i)+h/2)"2)xh/3+exp (- (x(i+1)+h/2)"2)«h/3+exp (-x (i+1)*2)+h/3;
endif
if (1 < i && 1 < n)
a(i,i-1) = —(l+cx(x(i)"2+h*x(i)+h"*2/3))/h + d*h/6;
a(i,i+l) = —(l+c*(x(i+1)"2+h*x(i+1)+h"2/3))/h +d+h/6;
a(i,i) = (2+cx (x(i)"2+4x(i+1) "2+h* (x(i)+x(i+1))+2+h"2/3))/h + d*2xh/3;
f(i) = exp(=(x(1)+h/2)"2)*h/3+exp (- (x(1i+1)+h/2)"2)*h/3+exp (-x (i+1)"2)*h/3;
endif
if (i == n)
a(i,i-1) = —(l+c*(x(i)"2+h*x(i)+h"2/3))/h + dxh/6;
a(i,i) = (l+c*(x(i)"2+h*x(i)+h"2/3))/h + dx1*xh/3 +2*alpha;
f(i) = exp(—(x(i)+h/2)"2)*h/3+exp(-x(i+1)"2)+h/6 +2xbeta;
endif
endfor

# Loesung
uu = a\f;
u(l)=0;
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for i=1:n

u(i+l) = uu(i);
endfor
# Ende des Programms

# Programm zur Loesung der Aufgabe 9.8 mit einem FV-Verfahren

# —((l+c*x"2)u_x)_x + d+u = exp(-x"2), u(0)=0, [u_x + alpha=*u] (1) = beta
# Stuetzwerte u_i an den Stuetzstellen x_{i-1/2}, i=1,...,n

# Input: c,d,alpha,beta und Zahl der Stuetzstellen n

# Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und rechte Seite f
# Aufruf: [u,x,a,f] = aufg98fvm(c,d,alpha,beta,n);

function [u,x,a,f] = aufg98fvm(c,d, alpha,beta,n);

h = 1/n;

f zeros(n,1);

for i=1:n
x(1)=(i-1/2) xh;
endfor
# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=1:n

if (1 == 1)
a(i,i) = 2/h + (l4c*h”2)/h + d*h; a(i,i+l) = —(l+cxh"2)/h;
f(i) = exp(-(h/2)"2)«h;
endif
if (1 < 1 && 1 < n)
a(i,i-1) = —(l4+c*((i-1)+h)"2)/h; a(i,i+1l) = - (l+c*(ixh)"2)/h;
a(i,i) = -(a(i,i-1)+a(i,i+1))+dxh;
f(i) = exp(-((i-1/2)*h)"2) *h;
endif
if (i == n)
cl = 1/h + alpha/2;
a(i,i-1) = —(l+c*((i-1)+h)"2)/h;
a(i,i) = (l+c* ((i-1)+h)"2)/h + alphax (l+c* (ixh)"2/ (hxcl)) + dxh;
f(i) = exp(=((i-1/2)«h)"2)+xh+ (l+cx (ixh)"2)+beta/ (hxcl);
endif
endfor
# Loesung
u a\f;

# Ende des Programms

Beim FV-Verfahren wurde die Randbedingung v = 0 am linken Intervallende « = 0 durch

Up + Uy

5 =0

und die Randbedingung %* + au = 8 am rechten Intervallende z = 1 durch

Un+1 — Un Un+1*’un
[e% =
n YT 3 &

approximiert. Die Ghostwerte uo und u,,; wurden mittels der Randbedingungen aus den
Approximationen der Differentialgleichung an den Punkten x;,, und z,,_; /> eliminiert.

In allen 3 Programmen wurde die Tridiagonalitdt der Steifigkeitsmatrizen nicht berticksich-
tigt. Zur Speicherplatzeinsparung und zur Effizienzsteigerung sei hier eine Modifizierung
der Programme zwecks Nutzung der Routine “tridia.m” zur Losung der linearen Glei-
chungssysteme empfohlen.
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Appendix

In diesem Anhang sind die Themen "Monte-Carlo Methode” und “Lineare Optimierung”
kurz erldutert. Zur Monte-Carlo-Methode sei zum genaueren Lesen auf das sehr gehaltvol-
le Buch des sowjetischen Mathematikers I.M. Sobol “Die Monte-Carlo-Methode” (deutsche
Ubersetzung z.B. vom “Deutschen Verlag der Wissenschaften”, Berlin 1971) verwiesen.
Beschreibungen zur Losung linearer Optimierungsprobleme findet man in den im Buch zi-
tierten “Numerical Recipies” oder z.B. in der Monographie “Methoden und Probleme der
Unternehmensforschung” von Sasieni, Yaspan, Friedman (deutsche Ubersetzung “Physica-
Verlag”, Wiirzburg 1965).
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Monte-Carlo Methode

Im Folgenden soll die Monte-Carlo Methode am Beispiel der Berechnung eines bestimmten
Integrals erldutert werden.

Soll irgendeine unbekannte Grofie m berechnet werden, dann versucht man eine Zufalls-
grofie £ zu finden, fiir die der Erwartungswert der Beziehung

Blg)=m

geniigt. Die Varianz (Dispersion) sei V[¢] = b2. Sind nun &, &, ...,y unabhingige Zu-
fallszahlen, deren Verteilung mit der von £ tibereinstimmt, und ist N hinreichend grof3,
dann gilt

N
P{;Zlgj—m< \F}NO%? 3)
iz

D.h. man kann das Integral durch den Mittelwert ndherungsweise berechnen, also

1 N
j=1

und man hat durch
3b
VN
eine Fehlerinfomation im Sinne der Beziehung (3).

Die eben beschriebene ndherungsweise Berechnung einer unbekannten Groéfie soll nun am
Beispiel der Berechnung des Integrals

b
I:/ g(z) dx . 4)

Sei p¢(x) eine beliebige Verteilungsdichte, die in dem Intervall ]a, b] definiert ist, mit den
bekannten Dichteeigenschaften

b
pe(x) >0 (a <z <b), /pg(a:)dx:l.

Mit der im Intervall ]a, b definierten Zufallsgréfle £ mit der Dichte p, fithren wir die Zu-
fallsgrofse

9(§)

G

ein. Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist nun die Beziehung

b b -
E[n]:/ npg(w)do::/ Zi((;)pg(x)dxl

bekannt. D.h. man kann das Integral I durch die Beziehung

N 1
NZ”J N
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mit &1, &, . .., {n unabhingigen Zufallszahlen aus dem Intervall ]a, b], deren Verteilung mit
der von ¢ tibereinstimmt, berechnen. Der Fehler tibersteigt dabei den Wert 3 % mit

grofSer Wahrscheinlichkeit nicht.
Die einfachste Wahl von pg () ist offensichtlich

Man kann aber leicht zeigen, dass die Varianz V7]

* ¢?(x)

dz — I?
pe(T)

Vi = Elr?] - (El))? = /

dann minimal wird, wenn p¢ (x) proportional zu |g(z)| ist. Wir werden beim nachfolgenden
Beispiel sehen, dass sich die Wahl einer geeigneten nichtkonstanten Dichte p¢(2) durchaus
lohnt.

Beispiel:
Es soll das Integral

/2
/ sin z dx
0

berechnet werden. Wir setzen das Vorhandensein einer zwischen 0 und 1 gleichverteilten
Zufallsgrofie y voraus. Uber die Beziehung

13
/ pe(z)de =~ (5)

bestimmt man eine Zufallsgrofle &, die im Intervall ]a, b[ mit der Dichte p¢(x) verteilt ist.
Mit der konstanten Dichte

2

ergibt sich im Beispielfall gemafs (5) aus

3 €9
/ pg(m)dx:/ —dx =7
0 o7

die in ]0, Z[ mit der Dichte p¢(z) = 2 verteilte Zufallsgrofe

Mit dem Programm

# Programm zur Berechnung des Integrals \int_07"\pi sin(x) dx
# mit der Monte-Carlo-Methode

# input: =z, Feld von nsamples Zufallszahlen

# output: integral genaeherter Integralwert, fehler

# Aufruf: [integral, fehler] = montecarlol (z,nsamples);
function [integral, fehler] = montecarlol (z,nsamples);

dichte = 2/pi;
mw = 0;
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var = 0;
for j=l:nsamples
xi = pixz(j)/2;
mw = mw + sin(xi)/dichte;
var = var + (sin(xi)/dichte)"2;
endfor
integral = mw/nsamples;
fehler = sqgrt((var/nsamples - integral”2)/nsamples);

# Ende des Programms

wird die ndherungsweise Integralberechnung mit der konstanten Dichte realisiert. Wahlt
man nun die Dichte

8x

von der als Ubung die Dichteeigenschaft gezeigt werden sollte, dann erhilt man gemas (5)

aus
£ 8z
/0 ﬁdxzfy

die in ]0, 5[ mit der Dichte p¢(z) = 3% verteilte Zufallsgrofe

™

§=35V7-

Im folgenden Programm ist die Integralberechnung des Beispiels mit der nicht-konstanten
linearen Dichte pe () = 2% realisiert.

# Programm zur Berechnung des Integrals \int_07{\pi/2} sin(x) dx

# mit der Monte-Carlo-Methode und einer nicht-konstanten Dichte p = 8x/pi”2
# input: 2z, Feld von nsamples Zufallszahlen

# output: integral genaeherter Integralwert, fehler

# Aufruf: [integral, fehler] = montecarlo2(z,nsamples);

function [integral, fehler] = montecarlo2(z,nsamples);

mw = 0;

var = 0;

for j=l:nsamples
xi = pixsqrt(z(3J))/2;
dichte = 8%xi/pi”2;

mw = mw + sin(xi)/dichte;
var = var + (sin(xi)/dichte)"2;
endfor
integral = mw/nsamples;
fehler = sqgrt((var/nsamples - integral”2)/nsamples);

# Ende des Programms

Die Anwendung der Programme zeigt den Vorteil der Verwendung der linearen Dichte
pe(z) = 2%, die zwar nicht proportional zur Funktion g(z) = sin x ist, aber einen dhnlichen
Verlauf hat. Mit den 10 Zufallszahlen 7, ..., y10

i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v, 0865 0,159 0,079 0566 0,155 0,664 0345 0,655 0,812 0,332

erhilt man mit der konstanten Dichte (Programm ”“montecarlo1”) den Naherungswert

I ~0,95179
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und mit der linearen Dichte (Programm “montecarlo2”) den deutlich genaueren Wert
1 ~1,0160 .

Zu der beschriebenen Methode mit einer nicht-konstanten Dichte ist der Aufwand der Be-
rechnung von & ausgehend von « tiber die Beziehung (5) zu berticksichtigen. Dieser sollte
sinnvollerweise nicht zu hoch sein, d.h., die Dichten sollten nicht zu kompliziert sein oder
eben konstant, falls man keine geeignete Dichte fiir die zu integrierende Funktion findet.

Die fiir die Integralberechnung beschriebene Monte-Carlo-Methode ist aber nur dann Qua-
draturformeln vorzuziehen, wenn es sich um mehr- oder hochdimensionale Integrale han-
delt. Denn im Fall von Mehrfach-Integralen ist die Realsierung von Quadraturformeln un-
geheuer aufwendig, wihrend die beschriebene Monte-Carlo-Methode sehr einfach zu im-
plementieren ist.
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Errata

Seite Zeile Textim Buch zu ersetzen durch

54 16 Matrixelement (2,3) von ]iI 1C —5,6356 —0 56356
55 11 Matrixelement (1,2) von Cs —5,6356 —0 56356




