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Aufgabenldsungen

Nachfolgend sind die Losungen der in der Monographie “Numerik fiir Naturwissenschaft-
ler und Ingenieure” gestellten Aufgaben kapitelweise zu finden. Um die Losungsschritte
nachvollziehbar zu machen, wurden die einzelnen Aufgabenlosungen moglichst umfang-
reich behandelt.

Stand Dezember 2006 G. Barwolff
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Kapitel 1
1) Mit dem Gauf$’schen Algorithmus findet man die Losung

0,71  v2-213 71— 25v/2 2 100

V2142 Va—142 mi-s0v2 VT Va—142 7Tl-s50v2

Fiir die Berechnung von x bzw. y in Abhingigkeit von der Genauigkeit von ¢ = /2 sind
die Fehlerverstarkungsfaktoren zu bestimmen. Fiir

71 — 25t 100

olt) =205 wnd vt = -5

erhdlt man die absoluten Fehlerverstarkungsfaktoren

3550 5000

(71 —50t)
Die relativen Fehlerverstarkungsfaktoren ergeben sich zu

ty' (t) 50  ty'(t)

y(t) — TL=50t" y(t)

ta'(t) 3550 m:(t)| e
o(t)  (T1—508)(7T1 — 25¢)° a(t) t=v2 7~ 0

Die konkrete Berechnung von x bzw. y ergibt fiir unterschiedliche Ndherungen der Zahl
V2 =1,4142135. ..

V2r141  2=143,000..., y=—200,000...
V2~ 1414  2=237666..., y=—333,333...
V21,4142 £ =245827..., @y =-—344827....

Im Vergleich mit den nahezu exakten Losungen

oo gll=25V2 2464014182, y— —— 0
71— 50V/2 71 — 50v/2

erkennt man die fatalen Auswirkungen der zu groben Niherungen fiir die Zahl /2 auf die
Berechnung von = und y.

Die Erweiterung der Beziehungen fiir (t) und y(¢) mit dem Ausdruck 71 + 50t und die
Berticksichtigung von t? = 2 ergibt die Berechnungsformeln

~ —345,6358003. ..

oty = 2082 3550 @ = 7100 5000
VT a0 YWE T a0

die wesentlich kleinere absolute und relative Fehlerverstarkungsfaktoren besitzen und fiir
die obigen Naherungen von /2 mit

V2mx 141  1=246,036..., y=-—345,121...
V2r 1414 2 =246382..., y=—345,609...
V21,4142 £ =246400..., y=—345634.

wesentlich stabilere Ergebnisse ergeben.

2) Man unterteilt die Berechnung von z = b — Vb2 — ¢in die vier Schritte
a) t1(b) = b2

b) ta(t1) =t1 — ¢
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o) t(t2) = V2

d)z(t)=b—t.

In den Schritten 1 bis 3 erhélt man unter Beriicksichtigung von b* >> ¢ > 0 die Konditions-
zahlen

8t1 -b
pr— pr— :2
Fa ot by o= | b2 |
Ot t1 b?
= N]_
ks |8t ts b2 — |
ot t
ks = |——

ot t|_|2\/_\/_|_2
die allesamt harmlos sind. Die Kondition des 4. Schrittes ist

Oz t \/ —c b+ VPP —)Vb —c 202

fiihrt also insgesamt auf die Konditionszahl

20°
KR = k1k2k3k4 ~—>1 N
c

also ergibt sich die Instabilitit der Berechnungsformel.
Im Fall % = c erkennt man, dass die Konditionzahl des 2. Schrittes mit
a2
6t1 t b2 — C
sehr grofs wird, so dass auch in diesem Fall die Berechnungsformel instabil ist.
Die Verwendung der dquivalenten Berechnungsformel # = ;—%-— fiihrt auf die Berech-
nungsschritte
a) ty (b) = b2
b) tg(tl) = tl —C
<) t3(t2) = V2
d) t(ts) =b+ts
e)x(t) =7 .
Als Konditionszahlen fiir die 5 Schritte erhdlt man
1 bvb? — ¢

ky=2 k=1 ks==, ky=|——|, ks =1,
1 2 3 5 4 |b+\/m| 5

so dass die Konditionszahl

bV/b? — |~ 0, B ~c
,/— g, b2 >>c>0

klein bleibt und die Berechnungsformel damit stabil ist.

KR = k1k2k3k4k5 |

3) Die Berechnung wird mit den Schritten
a) z1(x) = 2?

b) 22(21) =21 + 1
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0) z3(22) = /Z2
d) z4(z3,2) = 23 + @

e) 2(z4) = -

durchgefiihrt. Es ergeben sich die Fehler

021 x
€, = —833 —€p + Ty, = 26, + T2,
022 21 n x? N
€z = —€; Tzg = —5 €2 Tz
2 82’1 29 1 2 2 4+1 2
82’3 Z9 1
623 = _622 + TZg = _622 + TZg
822 z3 2
0z4 23 . 0z4 T N 2 +1 N
€., = ——¢€, — €, + T, = € + T2
* Ozzzs ° Ox 24 Vel 14 \/3:2 1+ *
0z 24
€, = T —€y +T,=—€, +T,.
0z4 2

Damit ergibt sich der Gesamtfehler

z2 41 z? x
BV P Y o
z22+1 1
Vel
Fiir den Betrag des Gesamtfehlers erhdlt man im Fall von z? >> 1 mit |7., |, |2, |, [T25 | [T2a s 72| <
7 die Abschitzung

)€a

€z

1
Z1+

5T F Toy) + Tog — Toy + 72 .

lex] < |ex| + 47 .

Im Unterschied dazu ergibt die dquivalente Berechnungsformel z = /22 + 1 — x im Fall
z? > 1 einen wesentlich groBeren Gesamtfehler. Probieren Sie es aus.

4) Die Berechnung von w = (1/z)? bedeutet

a) w(x) =V
b) w(w) = w? .
Mit Bawzl Z =3 1 und g;}” <L = 3 erhélt man
1 3
€w, = Eew + Twy, €Ew =3€y, + Ty = iﬁx + ETwl + Tw -

Die Berechnung von w = v/z? bedeutet

a) wy (z) = 23

b) w(w) = wr -

Mit 34 £ = 3und 2% % = { erhilt man

€w, = €, + Twyy, €w = 361111 +Tw = €+ 5Tw, T Tw -

2 2

Damit ist der Gesamtfehler bei der Berechnung von w mit der Formel w = vz3 geringer
als mit der Formel w = (/7).
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5) Es gilt fiir reelle Zahlen b offensichtlich

0<b-[b<1.
Esist
an = [(a-— GmE = B2 an_lE_(”_l))E”]
(a—aE ' =i —an 2B " NE" —[(a—a1E* = —an, oE " )E" E " VE"
= Ha—aBE™ = —apa BT "NE —[(a—a BT — - —an2 BT ECT IR
= [{B-[BI}E] = [aE]

mit0 < a < 1. Damitist a,, > 0 und a,, = [@E] < E und die erste Behauptung ist bewiesen.
Mit ap41 = [(a — X27_, a; E77)E™] =: [a] < E ist offensichtlich auch

(a=> a;E)E"" < E,
j=1
daja der Fall @ = [o] moglich ist. Daraus folgt

n n
(a— z:ajE*j)E"Jrl <E <= a- ZajEfj <ET.
j=1 j=1
Aus 0 < apt1 = [a] < afolgt insgesamt
0<a-)» aE7 <E™
i=1
und damit die zweite Behauptung.

6) Fiir die inversen Matrizen errechnet man

bzw. B!~ 1o~ 1 )
10-* —10-8

Mit der Spaltensummennorm ergeben sich die Konditionszahlen

ATl =

L Ll M LN VY
[V
NSNS T

cond(A) = ||A||1|]A™ )1 =4-2=8 bzw. cond(B) = ||B||1||B~"||: = 10001-1 = 10001 .
Fiir die Zeilensummennorm ergeben sich die Konditionszahlen

cond(A) = [|Al|oo||]A o =42=8 bzw. cond(B) = ||B||w||B *||s ~ 10000-1 = 10000 .
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Kapitel 2
1) Gauf’scher Algorithmus:

1 -1 2 -1 2 1 -1 2 -1 2 1 -1 2 -1
-2 4 1 3] -5 = 0 2 ) 1]-1 = 0 2 5 1]-1
1 -3 -3 -2 3 0 -2 -5 -1 1 0 0 0 0

Damit stimmen der Rang der Matrix A und der Rang der erweiterten Matrix A|b tiber-
ein (ist gleich 2), so dass das Gleichungssystem losbar ist. Als Losung findet man mit den
Parametern 3 = sund x4 = ¢

To=—1—-5s—t, w1 =3—-2s+t+a,=3—-2s+t—1—-5s—t=2—-7s, s,teR.

2) Als Nebenprodukt des Gaufs’schen Algorithmus

42 1 4 2 1 42 1
A=|1 42| =[0I T )= 101?32
2 2 4 11 00 3

erhélt man durch die Berticksichtung der Faktoren zur Ezeugung von Nullspalten unter
den Kopfelementen

1 0 O 4 2 1
L= %+ 10 und R=[ 0 % I
% % 1 0 0 3
Fiir die Matrix B findet man
4 2 4 4 2 4
B=| 2 4 2 — 0 3 0 ,
4 2 4 0 0 O
also fiir L und R
1 0 0 4 2 4
L= % 1 0 und R=| 0 3 0
1 01 0 0 O

3) Ausgehend vom Programm lr_gb.m erhdlt man das nachfolgende Programm, das die
Aufgabe 10st.

# Programm aufg23 zur LR-Zerlegung einer quadratischen Mat rix A

# input: Matrix a

# output: untere Dreiecksmatrix || mit Einsen auf der Diagon ale,

# obere Dreiecksmatrix rr

# z Permutationsmatrix entsprechend der Zeilenvertauschu ngen
# es gilt z*a = II*rir

# aufruf: [ll,rr,z] = aufg23(a);

function [ll,rr,z] = aufg23(a);

n = length(a(:,1));
z = eye(n);

I = eye(n);

rr = zeros(n,n);
# Elimination

for j=1:n-1

# Pivotsuche
apivot=abs(a(},j));
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p=i;
for I=j+1:n
if (abs(a(l,j)) > abs(apivot))
apivot=a(l,j);
p=l;
endif
endfor
if (apivot != 0)
# Vertauschung der Zeilen j und p
for i=1:n
c=a(j,i);
a(j,ih=a(p,i);
a(p.i)=c;
endfor
for i=1:n
pp=2(j.i);
z(j,i)=z(p,i);
z(p.i)=pp;
endfor
# Elimination
for i=j+1:n
a(ij)=ad.j/ag.p);
for k=j+1:n
a(i,k)=a(i,k)-a(i,j)*a(,k);
endfor
endfor
endif
endfor
#
idet = 1;
for j=1:n
if (abs(a(j,j)) < 1.0e-10)
idet = 0O;
endif
endfor
if (idet == 0)
disp('Matrix singulaer’);
endif
#
for i=1:n
for j=1:n
it (i <=1
rr(ij) = a(ij);
endif
if (i >])
0Gj) = a(ijy;
endif
endfor
endfor
# Ende des Programms

4) Als Verallgemeinerung des Programms aufg23.m erhilt man das nachfolgende Pro-
gramm, das die Aufgabe 10st.

# Programm aufg24 zur LR-Zerlegung und Rangberechnung eine r Matrix A

# input:  Matrix a(n,m), m>n

# output: untere Dreiecksmatrix ll(n,n) mit Einsen auf der D iagonale,

# obere Dreiecks- bzw. Echolonmatrix rr(n,m)

# z Permutationsmatrix entsprechend der Zeilenvertauschu ngen
# es gilt z*a = II*rr

# ra Rang der Matrix a

# aufruf: [ll,rr,z,ra] = aufg24(a);

function [ll,rr,z,ra] = aufg24(a);
n = length(a(:,1));
m = length(a(1,));
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z = eye(n);
I = eye(n);
rr = zeros(n,m);
# Elimination
for j=1:m-1
# Pivotsuche
apivot=abs(a(j,j));
p=i;
for I=j+1:n
if (abs(a(l,j)) > abs(apivot))
apivot=a(l,j);
p=l;
endif
endfor
if (apivot != 0)
# Vertauschung der Zeilen j und p
for i=1:m
c=a(j,i);
a(,h=a(p,i);
a(pi)=c;
endfor
for i=1:n
pp=2(},);
z(j,i)=z(p,i);
z(p.i)=pp;
endfor
# Elimination
for i=j+1:n
a(i.j)=adj)/ag.j);
for k=j+1:m
a(i,k)=a(i,k)-a(i,j)*a(,k);
endfor
endfor
endif
endfor
#
if (n == m)
idet = 0;
amin = 10000;
for j=1:n
if (a(n,j) '= 0)
idet = idet + 1;
endif
if (abs(a(n,j)) < amin)
amin = abs(a(n,j));
endif
endfor
if (idet == 0 || amin < 1.0e-10)
disp('Matrix singulaer’);
endif
endif
#
for i=1:n
for j=1:m
if (i <=1
(i) = a(ij);
endif
endfor
endfor
for i=1:n
for j=1:n
if (i >])
@) = ad.j);
endif
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endfor
endfor
#
ra = 0;
for i=1l:n
if (abs(rr(i,m)) > 1.0e-10)
ra =ra + 1;
endif
endfor
# Ende des Programms

5) Die Entwicklung der Determinante der Permutationsmatrix P;; gemifl dem Determi-
nantenentwicklungssatz nach der i-ten Zeile oder j-ten Spalte ergibt

det(P;;) = (1) det(E, 1) ,

wobei E,_; eine Einheitsmatrix vom Typ (n — 1) x (n — 1) ist, also die Determinante 1 hat.
Damit gllt det(Pij) = (—1)Z+‘7.

6) Die Erzeugung einer Nullspalte unter einem Diagonalelement einer Bandmatrix A mit
dem Gaufs’schen Algorithmus, z.B. in der j-ten Spalte wird durch die sukkzessive Multi-
plikation einer Matrix A von links mit Elementarmatrizen der Form

1

Lij(A) = =: (Aw) 1

erreicht, wobei fiir j die Bedingung ¢ < j < ¢ + p gilt, d.h., L ist ebenfalls eine Bandmatrix
mit der Bandbreite 2p — 1. Von der Matrix A weiss man, dass unter den Diagonalelementen
@i1,-..,a;j—1 j—1 bereits Nullen stehen. Die Multiplikation ergibt

A =LA = (an)

und fiir das Element a;, gilt

n
aip = Z Aty -
v=1
Wegen a,;, = 0 fiir k < v sowie \;, =0firl <v <[+ pgilt

i, =0 furk>l+poderk <l—p.



Kapitel 3 11

Kapitel 3
1) Die Aussage iv) ergibt sich wegen
Q' =QQ ' =E

und det(Q) = det(QT) sowie det(E) = 1 aus dem Determinantenmultiplikationssatz. Es
gilt

1 = det(E) = det(QQ") = det(Q) det(Q”1) = (det(Q))? = det(Q) = £1.

Wenn @), und ), orthogonal sind, dann ist Q7' = QT bzw. Q5! = Q7 und es folgt wegen
der Eigenschaft (AB)? = BT A” fiir das Matrixprodukt

(Q1Q2)" =030 =Q,'Q;" = (Q1Q2)701Q2=Q,'Q,'Q:1Q2 = Q,'Q2 = F,

also die Aussage v) des Satzes 3.1.

2) Sei @ ein Spaltenvektor aus dem R"” mit der Lange 1. Fiir die Householdermatrix H =
E —2qiT gilt

H! = (E —2aa")t = ET —2(aa’)! = F - 2@ 'a! = E —2aa’ = H .
Weiterhin gilt wegen 4”@ = 1

HH" = (E-2ad")(E - 2aa")
= E-2aa" - 2aa” + aqiaq”

= E—4ai" +4ai’ = E .

3) Fiir die Ausgleichsgerade § = by + b1z auf der Basis der Wertetabelle (v, yx), k =
1,...,m entsteht fiir by, by durch die notwendige Bedingung

OF OF

oy~ ab

mit F(bo,b1) = 37", (yx — by — biz)* das Gleichungssystem

< 27721:11 2%1% ) < bo ) :< Xr;?:lyj ) )

Als Losung findet man

S (s = 1) -

h==m—F"——=, bb=y-Wh7
Y g '
Die Gleichheit der Ausdriicke
> %y —9) und > (@ — 2)(y; — §)
>y wj(zj — T) e (@ — T)(z; — T)

zeigt man leicht durch die jeweilige Erweiterung zum gemeinsamen Hauptnenner.

4) Entsprechend den Ausfiihrungen im Abschnitt 3.3 kann man die Aufgabenstellung mit
Hilfe der Programme qr_gb.m und bestapprqr_gb.m 16sen. Im nachfolgenden Programm
ist die wahlweise Regression implementiert.
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Programm aufg34 zur linearen bzw. logarithmisch lin. Regr ession
input: Tabelle x_11 x_ 12 ... x_1n y 1
, d.h. Matrix x(m,n), Vektor y(m,1)
X_ml x_m2 .. x_mn y m
Wahlparameter rtyp (0 --> lin. Regr., .ne. 0 --> log.lin. Re ar.)
output: Koeffizienten r_0, r_1,...,r_n, Residuenvektor d
verwendete Programme: gr_gb.m, bestapprqr_gb
aufruf: [r,d] = aufg34(x,y,rtyp);
function [r,d] = aufg34(x,y,rtyp);
m = length(x(:,1));
n = length(x(1,:)); n1 = n+1;
if (m<nj| m==n)
printf'zu wenig Messungen/Daten fuer die Regression’);
return
endif
¢ = zeros(m,nl);
if (rtyp == 0)
# lineare Regression
for i=1:m
c0(i,1)=1;
for j=1:n
cO(i,j+1)=x(i));
endfor
endfor
[c.t] = qr_gb(cO);
[r,d] = bestapprgr_gb(c,t,y);
else
itest = 0;
for i=1:m
it (y() < 0)
itest = 1;
endif
for j=1:n
if (x(i,j) < 0)
itest = 1;
endif
endfor
endfor
if (itest == 1)
printf(Daten nicht vollst. positiv, Abbruch’);
return
endif
for i=1:m
c0(i,1)=1;
b(i)=log(y(i));
for j=1:in
c0(i,j+1)=log(x(i,j);
endfor
endfor
[c.t] = qr_gb(cO);
[r,d] = bestapprgr_gb(c,t,b);
r(1) = exp(r(1));
endif
# Ende des Programms

HHHHHHHR

Zur Ermittlung eines funktionalen Zusammenhangs y = y(«) auf der Basis der Daten

y

2
8
20
35
80

U‘lr-l>UJN>—\‘><
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ergeben die Octave-Kommandozeilen

x=[1;2;3,4;5];

y=[2;8;20;35;80];

[rd] = aufg34(xy,1);

das Ergebnis r = (1,8459, 2,2227), so dass die logarithmisch lineare Regression den funk-
tionalen Zusammenhang

y(z) = 1,8459 - 22227
liefert. Die Komponenten d, des Residuenvektors
d = (0,080203, —0,074134, 0,059055 , —0,138859 , 0,191847)"
geben Auskunft tiber die Fehler, und zwar gilt
di = In(yx) — In(1,8459) — 2,2227 - In(xy) <= yp, = e 1,8459 - 27> |

wobei k fiir die entsprechende Zeile der Messwerttabelle steht. Bei der logarithmisch linea-
ren Regression ergeben damit die Werte e?* eine Information {iber einen Storfaktor in der
angenommenen Beziehung, so dass Werte nahe bei 1 auf einen sinnvollen angenommenen
Zusammenhang hinweisen. Im Beispiel gilt

(e®r,e®2 ¥ ela ed5) = (1,08351, 0,92855, 0,94265, 0,87035, 1,21148) ,

so dass der Ansatz verniinftig ist. Im Unterschied dazu ergibt die lineare Regression, also
ein Ansatz der Form

y(x) =19 +riz,
realisiert durch die Kommandosequenz

x=[1;2;3;4;5];
y=[2;8;20;35;80];
[r,d] = aufg34(x,y,0);

das Resultat r = (—25,9, 18,3) bzw. y(x) = —25,9 + 18,3 v mit dem Residuenvektor
d=(d)=(96,-27,-9,-123,144)7

also den Fehlern
di = yi + 259 — 18,32 .

Daraus erkennt man, dass der lineare Ansatz y(xz) = ry + riz keine akzeptable Beschrei-
bung der Messergebnisse liefert.

5) Die Losbarkeit des Minimumproblems folgt aus der Stetigkeit des Funktionals
F(ro,r1,...,my) und der Beschrinktheit von F' nach unten durch 0. Notwendig fiir eine
Losung von (3.8) ist die Erfiillung des Gleichungssystems (3.9). Andererseits ist eine Lo-
sung von (3.9) auch eine Losung des Minimumproblems (3.8), da das Funktional konvex
ist.

Zum Nachweis von Aussage c) des Satzes 3.4 ist anzumerken, dass man durch einen Mess-
punkt (z1,y:) unendlich viele Geraden legen kann, d.h., es existieren unendlich viele Lo-
sungen (m = 1, n = 1). Hat man nur zwei Messpunkte gegeben, kann man durch diese
Messpunkte unendlich viele Ebenen (m = 2, n = 2) legen etc., d.h., die jeweiligen Matrizen
A des Normalgleichungssystems miissen notwendigerweise singuldr sein.
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Kapitel 4
1) Ist A eine Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen a;;, j = 1,...,n, dann ist
det(A — )\E) = ((111 — )\)((122 — /\) N (a,m — )\) ,

so dass die Diagonalelemente gerade die Eigenwerte sind.
Gilt A = C7'AC mit der reguldren Matrix C, dann gilt

det(A— \E) = det(C~*AC —XC710)
= det(C7'(A = AE)C) = det(C~ ') det(A — AE) det(C) = det(A — \E) ,

da det(C 1) det(C) = 11ist. Also haben A und A die gleichen Eigenwerte.
Fiir die Eigenwerte von A, = A + €E gilt

det(A, — AE) = det(A+€eE — \E) =det(A — (A —¢€)E),
d.h., hat A die Eigenwerte py, dann gilt
e =Ap —€ <= A\ =+ €.

Alle Eigenwerte einer reguldren Matrix sind von null verschieden (warum ist das so, be-
griinden Sie das). Ist A reguldr und hat die Inverse A, dann gilt fiir die Eigenwerte A und
die dazugehorenden Eigenvektoren ¢

AT =\ <= A 'AT=)0A"0 = %17: AT,

Da die Determinante einer Matrix mit der Determinante ihrer Transponierten iiberein-
stimmt gilt

det(A — A\E) = det((A — AE)T) = det(AT — AET) = det(AT — \E) ,

also haben A und A7 die gleichen Eigenwerte.

2) Die Gerschgorin-Kreise der Matrix A sind
K, ={2|]z-101 <3}, Ky={z]|z—5]<2},

d.h. die Eigenwerte liegen in Kreisen mit dem Mittelpunkt (10,0) und dem Radius 3 bzw.
dem Mittelpunkt (5,0) und dem Radius 2.
Die Gerschgorin-Kreise der Matrix B sind

K, ={z]|]z=-3| <1}, Ky={z]|z—12|<2}, K;={z|]z—20/<1.
Da B symmetrisch ist, sind die Eigenwerte reell, d.h. fiir die Eigenwerte gilt:

AL € [2,4], A €[10,14], As €[19,21].
Die Gerschgorin-Kreise der Matrix C' sind

Ki=K;={z||z-2| <1}, Ky={z||z—2]<2}.
Da A symmetrisch ist, sind die Eigenwerte reell, d.h. fiir die Eigenwerte gilt:

/\172,3 S [0,4] .
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Als Eigenwerte von B errechnet man (numerisch) die Nullstellen \; = 2,8895..., A\, =
11,9865 ..., A3 = 20,1240 ... des Polynoms

det(B — AE) = —A\® + 35\% — 335\ + 717.
Als Eigenwerte von A findet man
M=2-V2, X=2, A3=2+V2.

3) Mit der zuldssigen Wahl von 7 = (0,0,1)? erhalt man mit

00 1 ,
HT =100 L und (7h,2) = 5
0 0

DN
1
2
fiir A
) 57T 00 2 2 1 0
A= (E-—=—x)A=E-[00v2 ]| 121
(275‘> 00 1 01 2
1 0 -1 210 2 0 -2
= 01 —V2 121 )]=(12-v2 1-2V2
00 0 01 2 0 0 0

Als Eigenwerte von A findet man
M=0, =2, A3=2-V2,
wahrend A die Eigenwerte

M=2+V2, XW=2, A3=2-V2
hat.

4) Nach Satz 4.5 erhidlt man den betragsgrofiten Eigenwerte und den dazugehorenden Ei-
genvektor einer diagonalisierbaren Matrix (eine positiv definite Matrix ist bekanntlich dia-
gonalisierbar) mit der von-Mises-Iteration mit dem Programm

# Programm aufg44 von-Mises-Vektoriteration
# input: pos. definite symmertische Matrix a, Toleranz eps
# output: groesster Eigenwert und der dazugehoerende Eigen vektor
# aufruf: [lambda,v,iter] = aufg44(a,eps);
function [lambda,v,iter] = aufg44(a,eps);
n length(a(:,1));
z = ones(n,1); z(1) = z(1)+0.5;
v = ones(n,1); v = v/inorm(v); va=v; zeta=1;
lambda = -1; lambdaa = -2;
iter = 0O;
while (abs(lambda-lambdaa) > eps && iter < 50)

vV = a*va,

if (iter > 0)

lambdaa = lambda;
endif
if (va™*z == 0)
z(1) = z(1) + 0.5;

endif

lambda = (v'*z)/(va'*z);

va = v;
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zeta = 0;
for i=1:n
if (v(i) '= 0 && zeta == 0)
if (v(i) < 0)
zeta = -1;
endif
if (v(i) > 0)
zeta = 1,
endif
endif
endfor
v = zeta/(norm(v))*v;
iter = iter+1;
endwhile

# Ende des Programms

Mit der Deflationstechnik (Satz 4.7) kann man einen Eigenwert A; der Matrix A mit dem
Eigenvektor #; auf den Eigenwert 0 der Matrix

. ¥
A=(FE—- 75—
( <£U172U1>

abbilden. Nun kann man im Fall einer positiv definiten symmetrischen Matrix (alle Eigen-
werte sind positiv) mit dem Programm aufg44.m den zweitgrofsten Eigenwert A, und den
dazugehorenden Eigenvektor ', bestimmen. Die nochmalige Deflation

fiihrt mit der Matrix A auf eine Matrix, die den doppelten Eigenwert 0 besitzt. Jetzt kann
man den drittgrofiten Eigenwert bestimmen usw.

Mit dem folgenden Programm bestimmt man alle Eigenwerte und Eigenvektoren durch
die sukkzessive Deflation und die mehrfache Anwendung der Von-Mises-Vektoriteration.

# Programm aufg44a von-Mises-Vektoriteration
# input: pos. definite symmertische Matrix a, Toleranz eps
# output: Eigenwerte und dazugehoerende Eigenvektoren
# benoetigtes Programm: aufg44.m
# aufruf: [lambda,v,iter] = aufg44a(a,eps);
function [lambda,v,iter] = aufg44a(a,eps);
n = length(a(:,1));
al = a;
for i=1:n
[lambda(i),vv,iter(i)] = aufg44(al,eps);
al = al - (vw*w')/(w*vv)*al;
V(i) = vy,
endfor
# Ende des Programms

Testen Sie das Programm aufg44a.mafiir die Matrizen

2 -1 0 1 -1 0
A= -1 2 -1 und A, =1| -1 2 -1
0 -1 2 0 -1 1

Alle Eigenwerte und Eigenvektoren einer positiv definiten symmetrischen Matrix kann
man natilich auch mit Hilfe der inversen Von-Mises-Vektoriteration bzw. der () R-Iteration
bestimmen (s. dazu nachfolgendes Programm zur Losung der Aufgabe 5).

5) Mit den Programmen zur Erzeugung der Hessenbergform einer Matrix und der Q)R-
Zerlegung kann man die ) R-Iteration zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
mit dem nachfolgenden Programm realisieren.
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# Programm aufg45 zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenve ktoren

# einer reellen symmetrischen Matrix a

# input: Matrix a vom Typ (n x n), toleranz eps, kappa Wilkinso n-shift
# output: Matrix lambda mit den Eigenwerten auf der Hauptdia gonalen

# Matrix gh mit den Eigenvektoren als Spalten

# Residuum resi, Iterationszahl iter

# aufruf: [lambda,qgh,resi,iter] = aufg45(a,kappa,eps);

# benoetigte Programme: hessenberg_gb.m, griteration_gb .m

function [lambda,gh,resi,iter] = aufg45(a,kappa,eps);

n = length(a(1,));
# Transformation von a auf Hessenbergform
[h,gt] = hessenberg_gb(a);
p= eye(n);
resi = eps + 1;
iter = 1;
# Ermittlung der Maschinengenauigkeit
tau = 1;
while ((tau+1)>1)
tau = tau/2;
endwhile
# qr-lteration
while (resi > eps && iter < 200)
[h,p] = griteration_gb(h,p,kappa,tau);
resi = 0;
for i=1:n
for j=1l:n
if (i >])
resi = resi + abs(h(i,j));
endif
endfor
endfor
iter = iter + 1;
endwhile
if (resi > eps)
printf(Ckeine Konvergenz');
return
endif
printfCKonvergenz, Residuum: °);
resi
printf(lterationszahl: );
iter
lambda = h;
gh = qt™p;
# Ende des Programms

Bei der Anwendung des Programm kann man den betrdchtlichen Einfluss des Shift-
Parameters « feststellen. Sucht man z.B. die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

1 -2 0
A= -2 1 -2 |,
0 -2 1

dann benotigt man mit x = 1,2 insgesamt 95 Iterationen, um die Summe der Absolutbetra-
ge des unteren Dreiecks der Matrix A (in der sich die Eigenwerte auf der Hauptdiagonalen
ergeben) kleiner als 10~° zu machen, wihrend man mit £ = 1,95 nur 21 Iterationen braucht.
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Kapitel 5

1) Zur Berechnung des Polynomwertes mit der Formel (5.3) benotigt man zur Berechnung
eines Basispolynoms 2(n — 1) 4+ 1 Multiplikationen, also fiir die n 4+ 1 Basispolynome insge-
samt (2n — 1)(n + 1) Multiplikationen. Hinzu kommen noch n + 1 Multiplikationen geméfs
Formel (5.3), also insgesamt 2n(n + 1) Multiplikationen und 2(n — 1) + n Additionen.
Bei der baryzentrischen Formel (5.9) benétigt man die Koeffizienten p; (und A;). Zur Be-
rechnungder \;, i = 0,...,nnach Formel (5.5) benttigt man (n+1)(n+1) Multiplikationen.
Zur Berechnung de p;, i = 0, ..., n nach Formel (5.6) benétigt man n + 1 Multiplikationen.
In der baryzentrischen Formel (5.9) sind n + 2 Multiplikationen durchzufiihren. Insgesamt
sind also (n + 1)? + 2n + 3 Multiplikationen und (n + 1)(n + 2) Additionen bei der Benut-
zung der baryzentrischen Formel (5.9) erforderlich.

2) Fir die Wertetabelle

7

also die Ausgangsposition fiir ein Polynom 2. Grades. Dafiir kann man das Schema

[zo] =[0] =0
h
[$1] = [1] =3 — [1’01’1] = [01] =3
h p
[z2]=[2]=2 — [riz2]=[12]=-1 — [zoziz2]=1[012] = -2
[$3] = [3] =1 — [I2I3] = [23] =—1 — [lezw;;] = [123] =0 — [mowlwzm] = [0123] = %

Als Newton’sches Interpolationspolynom ergibt sich
p3(x) = 0+3(w—0)—2($—0)($—1)+§(CU—O)(CU—].)(CU—2) = 3:6—2:6(:13—1)4—;33(:6—1)(:6—2) .

3) Das Steigungsschema lautet

1] =2
N
=2 - []=f(1)=1
\‘ 2 \‘ 1-1/3
[4]=3 ;* 14 =3==3 z [114) = 1222 = _2 .
[4=3 - [M=FfW=2 - [4=2=5 o [144=20270=1
N pY N
[4]=3 — [4d]=f@4)=2 - [444]=L0_1 (1444 =302 L
und schliefllich
[1144] = &
p
[1444] = — L —  [11444] = Z2H = 5

Aus dem Steigungsschema liest man mit

ha(z) = [1]+[11](z — 1) + [114](z — 1)* + [1144](z — 1)*(z — 4) + [11444](z — 1)*(z — 4)*
= 2+ 1(z—-1) - ;(az -1 + 2—77(33 —1)%(z —4) - %(az —1)%(z —4)?
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das interpolierende Hermite’sche Polynom ab.

4) Fiir eine dreimal stetig differenzierbare Funktion gilt mit 1 = o + h, 2 = x¢ + 2h nach
dem Satz von Taylor

h2
fl@1) = flwo) +hf'(z0) + 5 f"(w0) + O(R)
2
’ 4h? " 3
fla2) = f(wo) + 2hf' (o) + Tf (w0) + O(h) .
Subtrahiert man die zweite Gleichung vom vierfachen der ersten Gleichung, erhélt man
4f (1) — f(@2) = 3f(z0) + 21 f'(w0) + O(h?) .
Die Auflosung nach f'(x() ergibt

F(z0) = —f(@2) + 4f2(;01) — 3f(20) oMY .

Vollig analog zeigt man

_ 3f(z2) — 4f (21) + f(w0)

2
o +O(h?) .

fl(x2)

Weiter gilt nach dem Satz von Taylor
h2
flws) = fl@) +hf' (@) + 5 (@) + O()

Flao) = flex) ~hi'la) + o ) + 00

Die Subtraktion der Gleichungen ergibt

) — fla) = 201 () + OF) = '(wr) = TEDIE) 4 o).

5) Fiir 2 nichtnegative Zahlen q, b gilt
la—bl <|la+b=a+b.
Diese Ungleichung wird weiter unten benutzt und sollte zur Ubung nachgewiesen werden.
Zum Nachweis der Lipschitz-Stetigkeit unterscheiden wir die Fille
a)z,y > 0bzw. z,y <0,
b)z>0,y<0bzw.x <0,y >0,
Ar#0,y=0bzw.z =0,y #0.
Im Fall a) gilt gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

|f(x) = f(y)| = |arctanz — arctany| = | e =yl = [f(z) = fW)] < e -yl

1
14¢&

|f(z) — f(y)] = |arctan(—z) — arctan(—y)| = | — arctan = + arctany|

yl = [f(@) = fW)l <z -yl

—— |
1
1+¢&2
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Im Fall b) sei > 0, y < 0. Dann ist wegen der oben angegebenen Ungleichung
|f(xz) — f(y)| = |arctanz — arctan(—y)| := |a — b|] < |a + b| = |arctanz + arctan(—y)|

bzw. weil arctan « eine ungerade Funktion ist

1
£(&) = F)] < axctan — arctany| < | lle ~ ]

Fir « < 0, y > 0 erhédlt man das analoge Resultat.
Im Fall ¢) ist fir z 2 Ound y = 0
1
|f(z) — f(y)| = |f(z)| = |arctan | = | arctanz — arctan 0] = |T£2| |z —0] < |z—y].

Fur ¢ = 0 und y # 0 erhélt man auf die gleiche Weise
[f(@) = fWI < |z =yl

Insgesamt ist damit die Funktion Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten K = 1.
Um die Funktion im Intervall [—1,1] mit der Bernstein-Formel mit einer Genauigkeit von
e = 107% zu approximieren, muss der Grad n der Ungleichung

K? 1

—_— = = 6
n > = 10-6 10

geniigen. Es miissen also Bernstein-Polynome bis zum Grad n = 10° verwendet werden.

6) Wie Abschnitt 5.5 beschrieben, ist das Gleichungssystem (5.42) fiir ¢ = 0,1,...,n — 1
aufzustellen. Mit den periodischen Bedingungen

" n " n
Yo =Yny Y=1 = Yn—1, Yo = Yp> Y—1 = Yp_1 > My = My, M1 = My 1, h*l = hnfl

kann eliminiert man y_, m_i,my,, h_; und erhélt dann ein Gleichungssystem zur Berech-
nung von rmy, . . ., my—1 und kann damit den Spline berechnen. Die entstehende Koeffizien-
tenmatrix ist eine zyklische Matrix, d.h. sie enhélt neben der Hauptdiagonale, der darunter
liegenden Diagonalen und der dartiberliegenden Diagonalen mit von Null verschiedenen
Elementen noch die von Null verschiedenen Elemente a(1,n) und a(n,1). Mit den folgen-
den Programmen konnen einzelne Spline-Werte berechnet werden bzw. der Spline geplot-
tet werden.

Programm aufg56_wert zur Berechnung eines kubischen Spli nes (periodisch)
Berechnung des Wertes s(xx) eines kubischen Splines
fuer die Stuetzpunkte (x_0,y_0),...,(x_n,y_n)
input:  Vektoren x(1:n+1), y(1:n+1), Stelle xx
output: Wert des Splines s(xx)
berechnet wird ein interpolierender Spline
benutzte Funktionen: splabl_per, splber_per
aufruf: fwert = aufg56_wert(xx,x,y);
function [fwert] = aufg56_wert(xx,X,y);
n=length(x)-1;
ys = splabl_per(x,y,n);
fwert = splber_per(xx,x,y,ys,n);
# Ende des Programms

HHHHHHHH

# Programm aufg56_plot Plot des Graphs eines kubischen Spli nes (periodisch)
# fuer die Stuetzpunkte (x_0,y_0),...,(x_n,y_n)

# input:  Vektoren x(1:n+1), y(1:n+1)

# benutzte Funktionen: splabl_per, splber_per

# aufruf: aufg56_plot(x,y);
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function aufg56_plot(x,y);

n=length(x)-1;

xmin=min(x);

xmax=max(x);

ys = splabl_per(x,y,n);

for i=1:300
xx(i)=xmin+(i-1)*(xmax-xmin)/299;
yy(i) = splber_per(xx(i),x,y,ys,n);

endfor

Xxyy=[xx yyJ;

# Sicherung der berechneten Spline-Werte unter dem Namen "X xyy"

save ‘xXxXyy' Xxyy;

plot(x,y,'+',xX,yy)

# Ende des Programms

# Programm zur Bestimmung der 2. Ableitungen (periodisch)
function [xs] = splabl_per(x,y,n);
# Interpolation mit echten Splines/Bestimmung der Ableitu ngen ***
for i=0:n-1
yS(1+i)=x(2+i)-x(1+i);
endfor
xs = zeros(n,l1);
b = zeros(n,l1);
# Aufbau der Koeffizientenmatrix aa(n,n)
aa = zeros(n,n);
aa(l,1) = 2*(ys(n)+ys(1)); aa(1,2) = ys(1); aa(l,n) = ys(n) ;
aa(n,1) = ys(n); aa(n,n-1) = ys(n-1); aa(n,n) = 2*(ys(n-1)+ ys(n));

for i=2:n-1
aa(i,i-1) = ys(i);

aa(i,i+1) = ys(i+1);
aa(i,i) = 2*(ys(i+1)+ys(i);
endfor
b(1) = 6*((y(2)-y(1)lys(1)-(y(1)-y(n)lys(n));
b(n) = 6*((y(1)-y(n))/ys(n)-(y(n)-y(n-1))/ys(n-1));
for i=2:n-1
b(i)=6*((y(i+1)-y(i))/ys(i)-(y()-y(i-1))/ys(i-1));
endfor
# Bestimmung der Ableitungen xs(1)...xs(n+1)
xs = aa\b;
xs(n+1)=x(1);
# Ende von splabl_per

# Programm zur Berechnung
# eines Funktionswertes eines kubischen Splines (periodis ch)
function [splinew] = splber_per(z,x,y,ys,n)
# wobei x(1) <= z <= x(n+1) vorausgesetzt wird
i=1;
while (x() > z | z > x(i+1))
i=i+1;
endwhile
iz=i;
h=x(iz+1)-x(iz);
z1=z-x(iz);
a0=y(iz);
al=(y(iz+1)-y(iz))/h - h*(2*ys(iz)+ys(iz+1))/6;
a2=ys(iz)/2;
a3=(ys(iz+1)-ys(iz))/(6*h);
splinew = aO+(al+(a2+a3*z1)*z1)*z1;
# Ende von splber_per

7) Fur die Aufgabe werden fiir einen Test die Werte
u(0) = 0, u(k) = k?, u(2k) = (2k)?, u(3k) = (3k)?, ..., u(nk) = (nk)?,...

vorgegeben, also das Profil u(y) = y*. Die Aufgabe l6st man mit dem rechtsseitigen Diffe-
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renzenquotienten 2. Ordnung

—f(x2) +4f(x1) — 3f(wo)
2h

~ f'(wo) -
Statt dem Programm 5.4a arbeitet man mit dem Programm

# Programm Aufgabe 5.7a
function [y1l] = fl(a,h);
urr=(a+2*h)"2;ur=(a+h)"2;u=a"2;
yl = (-urr + 4*ur - 3*u)/(2*h);
# Ende fl1

In der Praxis muss man natiirlich mit numerisch berechneten oder experimentell bestimm-
ten Werten von u an den Stellen y = a + 2h, a + h, a statt mit dem Test-Profil u(y) = y?
arbeiten. Mit dem Programm

# Programm Aufgabe 5.7
function [fwert] = extrap_fl_gb(a,h);
n = length(h)-1;
for k=1:n
y(k+1) = fl(a,h(k+1));
endfor
fwert = lagrangebaryip_gb(0,h,y);
# Ende extrap_fl _gb

16st man dann die Aufgabe. Die Octave-Befehle

dy=0.05;
h(1)=4*dy;h(2)=3*dy;h(3)=2*dy;h(4)=dy;
a=0;

tauw=extrap_f1 gb(a,h)

Q;geben das Resultat tauw = 0, also den exakten Wert von u'(y) = 2y an der Stelle y = 0.
Uberlegen Sie, warum man im Fall des Beispiel-Profils u(y) = y* den exakten Wert der
Ableitung im Ergebnis des Programms erhalt!

8) Mit der Substitution ¢t = 7 erhdlt man mit
t t
9(t) = J(=) = 1= = 2K, t € [(2k — 1), (2K + )], k € 2,

eine 2r-periodische Funktion.
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Kapitel 6
1) E»[23] = 0 wurde bereits gezeigt. Fiir B [2*] erhélt man

a+b

b —a
BleY] = /ax4dx—bT[a4+4( 2y
1.5 5 b—a a+by
= (" —a”) - [a* +4(=5=)" + b7

Wiéhlt man speziell « = 0 < b, dann ergibt sich

1 b b* 1 5
B[z'] = 355 —sl7 = (- ﬂ)bs) #0.

Damit ist gezeigt, dass der Genauigkeitsgrad der Kepler’schen Fassregel gleich 3 ist.

2) Fir Eg, [f] erhdlt analog zur Berechnung von Eg, [ f]

1

12(6 —a)h?.

Es, [f ]
Fiir die zweite und vierte Ableitung der arctan-Funktion ergibt sich

4873 n 24x
(L+22)* (14 22)3

2x
(1+x2)2”

arctan” (z) = — arctan® (z) = —

Mit a = 0 und 3 = 10 ergeben sich die Abschitzungen

10, 50
|Es, [f]] < Ehz| arctan” (n)| < —h220 =3 2
bzw.
L 1 2412
|Es, [f]] < $gh'| arctan'® (n)] < Toh*(48 - 1000 + 240 = == O

fur die Fehler der summierten Trapezregel bzw. der Kepler’schen Fassregel.

3) Mit der Transformationt = —2 4+ x bzw. & =t + 2 ist

/3 sinxdx:/1 sin(t + 2) dQt
. T 1 t+2

Weiter ist
1
sin(t + 2) s1n (t+2) 1
dt V1 dt ,
/_1 t+2 / t+2 1-1¢2
so dass sich die Gauf3-Tschebyscheff-Quadratur zu
sin x 2smt +2) B 2j—-m, .
/ de ~ — Z t? 52 tj—cos(T),]_n,...
ergibt.
4) Startet man mit py(z) = 1 dann erhalt man mit (f, g f fgdx
z,1 . z,T 1
Bo = >p=0;p1($)=ﬂ?—ﬁo=ﬂ?,%2=< >p=—

71)



24 Aufgabenlésungen

Weiter ergibt sich

5= 0 o) = - o)~ i) =0~ § af = T L
B2 = (a:(z:;—_i):zgwj ;)f»p =0,ps(z) = (z — B2)p2(2) — ¥ipa(2) = 2(a” — %) - 14—595 =’ — 295 :
Als Nullstellen von p;(z) findet man z; = — %, Ty =0, x3 = \/g . Mit der Substitution

t= -3+, dt =dxgilt

/24 sin(z?) dx = /_11 sin((t + 3)%) dt .

Fiir die Gewichte der Gaufs-Legendre-Quadratur folgt mit den Nullstellen von ps(x)

1
3, . 3 )
o = (L1,1 2/ —xz—x\/jdx:—,
1 (L1,1), ,16( 5) 9

1
Y 8
L), = [ @-a*2)do=¢,

-1

1
5 3 5
o3 = (L3,1>p:/16(x2+x\/;)dx:§,

so dass sich die Gauf3-Legendre-Quadratur

4
/2 sin(z?) dr ~ gsin((—\/g +3)?) + g sin9 + g sin((\/g +3)?%)

ergibt.
5) Mit der Substitution { = —z + 2, d§ = —dz erhédlt man

2 0 00
/ e dr = —/ e (20 d¢ = / e~ (2-9° d¢
—o00 00 0
— / e—(2—£)2e£€—£ d¢ = / 65—(2—6)26—6 de |
0 0

also g(&) = e§— (2797,

6) Fiir den Fall n = 2 erhélt man fiir die Gewichte

02

oy = /Olqg(:n)d:nz/ol <3>m0(1—m)2d;ﬂ=[—¥]3=§,
o = /Olql(x)dxzfol<f>m1(1—m)dm=2[%2—x—;]3=%,
w= [aww=[ ()ean=t

Fiir n = 3 erhilt man durch analoge Rechnungen die Gewichte o; = 1 und fiir n = 4 erhalt

man die konstanten Gewichte o; = £.

Es ergibt sich also fiir n = 2,3,4 die Quadraturformel
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Der Genauigeitsgrad ist 1, denn fiir f(z) = 2° = 1 und f(z) = 2! ist die Quadraturformel
exakt. Fiir f(z) = 22 ergibt sich

1
. 1
/ 2?dr ==,
0 3

aber

"1k 1 1 nn+1)2n+1) 2n+1 1 1
An 2 = - 2 - o< o k2 - = = — e

[ kz:;)n-l-l(n) (n+1)n2,§) (n+ 1)n2 6 6n 3 6n’
also ist A, [2?] # fol z? dz so dass der Genauigkeitsgrad 1 ist.
Wenn man A,,[f] in der Form
__n JO)  ~1pdy_ SO
Al = I+ L = e )

aufschreibt, erkennt man mit R,,(f) = Z?Zl Ly (%) eine Riemann’sche Summe. Es gilt
offensichtlich

lim A, [f] = tim — Q) +Rn(f)]:T}er;oRn(f):/0 F(x) d .

n—o0 n—soon-+1" n
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Kapitel 7
1) Mit einem Plot der Funktionen ¥3(z) und y = « fir v < 0 sowie der Ableitung
Ui (z) = = erkennt man, dass in der Nahe samtlicher Fixpunkte die Werte von U (z)

auflerhalb des Intervall [—1,1] liegen, so dass die Fixpunkte abstoflend sind und durch eine
Fixpunktiteration nicht erreicht werden.
Das Gleiche trifft auf die Fixpunktabbildung ¥4(x) zu.

2) Mit etwas Geschick findet man heraus, dass
cos([0,7, 0,77]) C 0,7, 0,77]
gilt. Damit hat man mit K

1>K=0,7> max |cos'(z)| =0,69614...
2€[0,7,0,77]

eine Kontraktionskonstante. Mit y = 0,7 folgt 1 = 0,76484..., also |v1 — xo| =
0,06484 - - - < 0,0649. Gentigt n der Ungleichung

0,7" 0,7" » 0,310 1n.0,00046225
LT L 0,0649 < 107% <= nln0,7 <ln 22 s p > 20000220
03 1T %ol < 50,0649 < A= TG 0649 e MY

= 21,531,

dann wird aufgrund der A-priori-Abschitzung (7.6) die geforderte Genauigkeit erreicht.
3) Aus K" = e~ 7" folgt

ImMK"=—-yn < —InK =y

und damit aus der A-priori-Abschitzung (7.6) die behauptete Ungleichung mit dem Kon-
vergenzexponenten y = —Iln K > 0.

4) Die Auflosung der Gleichung nach x ergibt

3
4arcs1n2—
xr

Ein Plot der Graphen der Funktionen y = z und ¥, (z) = ﬁz deutet auf Losungen
2z

x ~ 0,5 hin. Der Versuch einer Fixpunktiteration
Tpy1 = Vi(z), k=0,12,...

mit dem Startwert zyp = 0,51 erweist sich als nicht erfolgreich (zo muss grofier als 0,5 sein,
da der arcsin 5 nur fiir || > 0,5 definiert ist). Wendet man auf arcsin - = -2 die Sinus-
Funktion an, so erhilt man die Fixpunktgleichung

1
> =

=— =:Uy(z) (r#km kelZ).
2sin

3
4z

Die Fixpunktiteration
T41 :WZ(ZUIC) ) k:071a27"'
mit dem Startwert 2y = 0,5 ist erfolgreich und man erhalt mit

T =~ 0,5014101095599521
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eine auf 15 Stellen genaue Ndherung des Fixpunktes nach 20 Iterationen. Als 2. Fixpunkt
erhdlt man Z ~ —0,5014101095599521 ausgehend von =y = —0,5.
Man stellt auch fest, dass die Ableitung von ¥»(z)

3cos(2)
() = 555~
82 sin®(2)
fir « = 0,5 den Wert 0,10664 . .. hat, also der Fixpunkt von ¥, nahe 0,5 ein anziehender

Fixpunkt zu sein scheint. Die Ableitung von ¥ (z)

W (2) = ’

1

8z arcsin(5-)1/1 — 12z

ist fiir # = 0,51 mit 2,7732 ... grofler als 1, so dass der Fixpunkt der Abbildung ¥; nahe
0,51 offensichtlich ein abstofsender Fixpunkt ist.
5) Die Losung des Gleichungssystems ist gleichbedeutend mit der Bestimmung einer Null-

stelle der Abbildung

sin(zy) + 2zA

7.l 4 P | xzcos(zy) + 2yA
f]R _)]R ’ f(ﬁ?) _f(xayaza)‘)_ IyCOS(Zy)-FQZA

2 +y?+22 -4

Mit der Ableitungsmatrix

2\ z cos(zy) y cos(zy) 2z

f"( A) = z cos(zy) —xz”sin(zy) + 2\ xcos(zy) — xyzsin(zy) 2y
LY. A= | cos(zy) cos(zy) — zyzsin((zy) —xy?sin(zy) + 2\ 2z

2x 2y 2z 0

erhilt man das Newton-Verfahren
D = g0 — [F@) T f@W), k=012,...

bzw.

-

Fr@®y z040 = _fg®)y | gkt = ZkH) Loz =012, .

Mit der ziemlich willkiirlich gewéhlten Startiteration #(® = (1,1,1, 0,5)7 (hier muss man
nur sichern, dass f '(#(°) nicht singular ist) erhlt man nach 8 Newton-Iterationen mit

x~1,36002, y~—1,03690, z=-1,03690, X\~ —03234

eine Losung mit || f(x,y, 2, A)|| < 10713,
Mit den nachfolgenden Programmen werden der Wert der Abbildung und die Jacobi-
Matrix als Grundbausteine fiir das Newton-Verfahren berechnet.

# Programm aufg7.5a

function [f] = funktion75(x,y,z,w);
f = zeros(4,1);

f(1) = sin(z*y) + 2*x*w;

f(2) = x*z*cos(z*y) + 2*y*w;
f(3) = x*y*cos(z*y) + 2*z*w;
f(4) = x"2 + y"2 + 722 - 4

# Ende von funktion75
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# Programm aufg7.5b

function [a] = jacobi75(x,y,z,w);

czy = cos(z*y); szy = sin(z*y);

a(1,1) = 2*w; a(1,2)=z*czy; a(1,3)=y*czy; a(l,4)=2*x;

a(2,1) = z*czy; a(2,2)=-x*z"2*szy+2*w; a(2,3)=x*czy-x*y *z*szy; a(2,4)=2*y;

a(3,1) = y*czy; a(3,2)= x*czy-x*y*z*szy; a(3,3)= -x*y"2*s zy +2*w; a(3,4) = 2*z;
a(4,1) = 2*x; a(4,2) = 2*y; a(4,3)=2*z; a(4,4)=0;

# Ende von jacobi75

6) Zur Untersuchung auf Irreduzibilitit werden die entsprechenden Graphen G(A), G(B),
G(C) gezeichnet:

(o 8D ¢

® @ = °.

Abbildung 1: Abbildung 2:
Graph G(A) Graph G(B)

—
Abbildung 3:

Graph G(C)

Wiéhrend man im Graphen G/(C') jeden Knoten von jedem Knoten durch einen gerichteten
Weg erreichen kann, ist dies in den Graphen G(A4) und G(B) nicht moglich. Deshalb ist die
Matrix C' irreduzibel und die Matrizen A und B sind nicht irreduzibel.

7) Durch den Tausch der Spalten 2 und 3 erhélt man mit

2 -1 0 0 T 1
1 2 -1 0 as || 2
0 -1 2 -1 z | T | 3
0 0 -1 2 T4 4

ein Gleichungssystem mit einer schwach diagonal dominanten, irreduziblen Koeffizi-
entenmatrix. Mit dem Programm 7.3 erhdlt man nach 54 Iterationen die Losung & =
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(mla I3, T2, m4)T = (47 7a 87 6)T

8) Zu zeigen ist Ay, = AU, firk =1,...,n,d.h,

‘ k o/ 2k k ‘ k
a(g)l/2 sin% + b(g)z/2 sinT7r1 = (a4 2Vcbcos :1)(2)1/2 sin :1
n n n n
(j — Dkn iz . Jkm C 1)z o U+ Dk
MR = p(=\0+D/2 gy M T /T
n+1 b) Smn-l-ljL (b) T T

= (a + 2V/chcos Wl)(g)ﬁzsin] T (j=2,...,n=1)

n+1
Cyn-1)/2 g, (M= Dk e k¢
) T b Sy
Die Giiltigkeit der ersten Gleichung ergibt sich durch Anwendung des Additionstheorems
sin(2z) = 2sinz cos z. Die Gleichungen 2 bis n — 1 gelten aufgrund der Identitat
a+ g a—0

2 COS )

c

c(g)(j_l)/2 sin +a(

n +

k
7r1 :(a—|—2\/c_bcos nem
n

n+1"

. k .
< + a(=)"/? sin n )"/% sin

@)

sina + sin f = 2sin

mit o = % und = % Die n-te Gleichung gilt wegen

. (n=Dkr . (n+Dkr . (n—1kn . nkmw kw
sin =sin + sin = 2sin cos ——
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

wobei sin (";’}r)lk" = sin k7 = 0 und die Identitit (2) benutzt wurde.

9) Fiir a = 2und ¢ = b = —1 hat die Matrix A die Eigenwerte \;, = 2 + 2cos n’“—fl, k=
1,...,n. Fir den Spektralradius folgt

PUA) = i Dol =24 20055

Fiir die Eigenwerte p;, von A~! folgt

1 1
l’l‘k:_zikﬂr7 k:l,...,n.
Ak 24 2cos Ty
Mit
21+ m
min |/\k|=2+2cosw
1<k<n n+1

ergibt sich fiir den Spektralradius von A~}

1
p(A™) =
2+ 2cos

((51+Dm -~
n+1

Mit der Spektralnorm ergibt sich die Konditionszahl der Matrix A zu

2+ 2cos -
cond(4) = [|A[|[|A7*}> = B -
2+ 2cos 2nT

Fiir n = 101 ist [§] = 50 und man erhilt die Konditionszahl

cond(A) = 1,9995 .

Fiir grolere Dimensionen steigt die Konditionszahl an, ist aber durch 2 beschrankt.
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Kapitel 8

1a) Bei Vorgabe von a; = a; = 1 und unter Beriicksichtigung der generellen Fixierung von
a3z = 1 erhdlt man zur Bestimmung der Koeffizienten das Gleichungssystem

apg = —al—ag—a3:—3
—bo—bl—b2—b3 = —a1—2a2—3a3:—6
—bl - 2b2 - 3b3 = —ial - 2(12 - 5(1/3 =-7
1 9 1 4 9
—§b1 — 2b2 — ibg = —Eal - gaz - 5(1/3 = -6
1 b 2b 27b B 1 32 243 23
247 73T 8 T T120™ T 120" 120 T 100

also 5 Gleichungen fiir die 5 Unbekannten ao, by, - . ., b3. Mit der Losung
ap = -3, bp =1,1333..., by =3,1, by = 1,4, b3 = 0,3666. ..
erhdlt man das 3-Schritt-Verfahren
Ykt+1 + Yk + Yk—1 — 3Yk—2 = h[0,3666 fr+1 + 1,4fr + 3,1 fr—1 + 1,1333 f1,_o]

mit der maximalen Ordnung 4. Fiir das erste bzw. zweite charakteristische Polynom erhilt
man

p(2) = =3+z2z+2°+2° bzw. o(z) =1,1333 + 3,1z + 1,42 + 0,36662° .

1b) Bei Vorgabe von ag = a; = 0 und unter Beriicksichtigung der generellen Fixierung von
a3z = 1 erhdlt man zur Bestimmung der Koeffizienten das Gleichungssystem

s = -1
2a2—bo—b1—b2—b3 = -3
20,2—[71—2[72—3[73 = —4,5
4 1 9
§a2—§b1—2b2—§b3 = —4:,5
82 1, 2, 22, 243
1202 724 T3 ® T Ty
mit der Losung
1 g 296 _ 4T 38 Tl
2T 0 T 9057 M T U180 2T 457 0 T 19980

Damit ergibt sich das 3-Schritt-Verfahren

7141 38 47 206
= R 4+
Ykt = Yk = Blygaen fint + 5 fie = 1gg fem1 + fgg5 fi-2]

mit der Ordnung 3. Fiir das erste bzw. zweite charakteristische Polynom erhélt man

s baw o) = o AL, 38a, THL

_ 2 — .
p2)=—2"+2 4995 180~ " 45~ T 10980°

2) Mit den charakteristischen Polynomen des Verfahrens 1a) erhdlt man mit

—3+€'P el el
M) = 11333 7 3.107% T 1.4e2 + 036660777

(¢ € [0, 27])
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die Randkurve des Gebietes der absoluten Stabilitdt des in 1a) konstruierten Verfahrens.
Ein Plot der Randkurve zeigt, dass das Gebiet der absoluten Stabilitdt die gesamte linke
Halbebene umfasst.

Mit den charakteristischen Polynomen des Verfahrens 1b) erhilt man mit

_612<p + 613<p

1) = 57 (¢ €10, 2n])

4995 = 180

i 38 i2 7141 ;3
ip 38 Li2¢p i3p
€'Y + e 7Y + 19980€

die Randkurve des Gebietes der absoluten Stabilitit des in 1b) konstruierten Verfahrens.

3) Es sollen hier nur das explizite Eulerverfahren, die verbesserte Polygonzugmethode
und das Heun-Verfahren 3. Ordnung skizziert werden. Mit den Festlegungen y(t) =
(x(t), y(t)" und

’ — y(t)
§'=F(t,i) = F@) < ( u ) = ( L) ) - ( =0y )
Y2 9 PO

realisiert das folgende Programm die Verfahren

# Programm aufg8.3
# Aufruf: [xx,yy] = aufg83(h,iwahl);

# iwahl: 1 Euler explizit, 2 verbesserte Polygonzugmethode , 3 Heun 3. Ordn.
function [xx,yy] = aufg83(h,iwahl);

t = h;

k = 1;

X = 1;

y = 0;

while (t < 2*pi)

if (iwahl == 1)

# Euler explizit
12 = X*2+y**2;

X = X + h*y/r2;
y =y - h*/Ir2;
elseif (iwahl == 2)

# verbesserte Polygonzugmethode
12 = xX*2+y**2;
k1l = y/r2;k12 = -x/r2;
r2 = (x+0.5*h*k11)**2 + (y+0.5*h*k12)**2;
k21 = (y+0.5*h*k12)/r2; k22 = -(x+0.5*h*k11)/r2;
X = X + h*k21;
y =y + h*k22;
elseif (iwahl == 3)
# Heun-Verfahren 3. Ordnung
12 = X*2+y**2;

kil = y/r2;
k12 = -x/r2;
r2 = (x+h*k11/3)**2 + (y+h*k12/3)**2;
k21 = (y+h*k12/3)/r2;
k22 = -(x+h*k11/3)/r2;
r2 = (x+2*h*k21/3)**2 + (y+2*h*k22/3)**2;
k31 = (y+2*h*k22/3)/r2;
k32 = -(x+2*h*k21/3)/r2;
X = X + 0.25*h*(k11 + 3*k31);
y =y + 0.25*h*(k12 + 3*k32);
endif
t=1t+ h
xx(k) = Xx;
(K =y
k =k + 1;
endwhile

# Ende des Programms
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Mit der Vorgabe der Schrittweite & kann man nun Tests durchfiihren.

4) Die Fixpunktiteration fiir das implizite Runge-Kutta-Verfahren kann man im Berech-
nungsschritt von y zu yx41 in der Form

3—2
Ko = flag 4 23 \/_h uk + = hk \/ghkés))

12
s 2 s s
B = flo+ +6\/_h,yk+ i \/_hk (4 2hk)

ansetzen, also einer Iteration vergleichbar mit der Gauf3-Seidel-Iteration, die sehr einfach

(s+1) _

zu implementieren ist. Ist |k, §S)| <€, j = 1,2 fur eine geforderte Genauigkeit € > 0,

dann erfolgt der Schritt

h
Vi1 = i + E[kESH) + k§s+1)] _

Das folgende Programm realisiert die Methode.

# Programm aufg8.4

# zur Loesung von gew. DGL 1. Ordnung y'=f(x,y), y(x0)=y0

# implizites Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

# input:  Schrittweite h, Intervallgrenzen x0,x1, Anfangsw ert yo=y(x0)
# output: Loesung y(x) an den Punkten x

# benutztes Programm: Nutzerfunktion f (rechte Seite der Dg 1)

# Aufruf: [y,x] = aufg84(x0,x1,y0,h,eps)

function [y,x] = aufg84(x0,x1,y0,h,eps);

= (x1 - x0)/h;
yn = y0; y(1)=y0;
xn = x0; x(1)=x0;
for k=1:n
k1l = f(xn,yn);k2=f(xn,yn);kla = kl+eps;k2a = k2+eps;
while (abs(kl-kla)+abs(k2-k2a) > eps)
kla = kl;k2a = k2;
k1l = f(xn + h*(3-sqrt(3))/6,yn + h*k1/4 + h*k2*(3-2*sqrt(3) )I12);
k2 = f(xn + h*(3+sqrt(3))/6,yn + h*k1*(3-2*sqrt(3))/12 + h* k2/4);
endwhile
yn = yn + 0.5*h*(k1+k2);
xn = xn+h; x(k+1)=xn; y(k+1)=yn;
endfor

# Ende des Programms
Zusammen mit dem Programm

# Programm 8.4a
# zur Bereitstellung
# der rechten Differentialgleichungsseite f(x,y)
function [y] = f(x,y);
y = y/(1.+x)+(x+1)*cos(x);
# Ende f

wird das Anfangswertproblem

y'(x):HLw+(w+1)cosx, 0<z<4,y0)=1

durch die Octave-Kommandozeilen

x0=0;x1=4;y0=1;h=0.01;eps=0.00001;
[y,x] = aufg84(x0,x1,y0,h,eps);
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gelost. Dabei waren pro Zeitintegrationsschritt nur maximal 3 Fixpunktiterationen erfor-
derlich, um die geforderte Genauigkeit € = 10~? zu erreichen.

5) Das Verfahren 1a) ist nicht nullstabil, da das erste charakteristische Polynom Nullstellen
besitzt, die dem Betrage nach grofler als 1 sind. Probieren Sie das Verfahren mit dem Pro-
gramm aufg85a.m aus.

Das Verfahren 1b) wird mit dem folgenden Programm realisiert.

# Programm aufg8.5b
3-Schritt-Verfahren dritter Ordnung
zur Loesung von gew. DGL 1. Ordnung y'=f(x,y), y(x0)=y0
input:  Schrittweite h, Intervallgrenzen x0,x1, Anfangsw ert yO=y(x0)
output: Loesung y(x) an den Punkten x
benutztes Programm: Nutzerfunktion f (rechte Seite der Dg 1)
und Heun-Verfahren dritter Ordnung (heun3_gb.m) zur Bere chnung
von yl, y2 als Startwerte fuer das 3-Schritt-Verfahren
Aufruf: [y,x] = aufg85b(x0,x1,y0,h,eps)
function [y,x] = aufg85b(x0,x1,y0,h,eps);
n = (x1 - x0)/h;
yn = y0; y(1)=y0;
xn = x0; x(1)=x0;
# Berechnung von yl und y2
[y,x] = heun3_gb(x0,x0+2*h,y0,h)
yn = y(3); xn = x0+2*h;
# Berechnung von y3, vy4,...
for k=3:n
f3=f(xn+h,yn);
f3a=f3+eps;
f2=f(x(k),y(k));f1=f(x(k-1),y(k-1));f0=f(x(k-2),y (k -2));
b = h*(38/45*f2-47/180*f1+296/4995*f0)+y(k);
itfix = 0;
while (abs(f3-f3a) > eps)
f3a = f(xn+h,yn);
yn = h*7141/19980*3a + b;
f3 = f(xn+h,yn);
itfix = itfix+1
f3-f3a
endwhile
xn = xn+h; x(k+1)=xn; y(k+1)=yn;
endfor
# Ende des Programms

#
#
#
#
#
#
#
#

Da es sich bei dem 3-Schritt-Verfahren um ein implizites Verfahren handelt, ist pro Zei-
tintegrationsschritt eine Fixpunktiteration im Programm aufg85b.m implementiert. In der
Regel sind jedoch nur 2 bis 3 Fixpunktiterationen pro Zeitschritt erforderlich.

6) Zur Losung der Aufgabe kann man das Programm 9.3 (rwp2nl_gb.m) nutzen. Die
Octave-Kommandozeile

lyx] = rwp2nl_gb(1.,6.79e-12,0,10,3000,105.4,100);

erzeugt mit dem Vektor y an den Stiitzstellen z die numerische Losung. Dabei waren 7
Newton-Iterationen nétig, um den Defekt des bei der Diskretisierung entstandenen nicht-
linearen Gleichungssystems von 10% auf 107'% zu verringern.

7) Grundlage fiir die Losung der Zweipunkt-Randwertaufgabe
y" =0yt 0<w <10, y(0) = ya, y(10) =y
ist das Programm 8.5 (schiessv_gb.m). Es sind letztlich die beiden Anfangswertprobleme

y" =oy*, 0 <z <10, y(0) = ya, ¥'(0) = ¢,
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bzw.
yl =4oy’yc , 0 <z <10, yc(0) =0, yp(0) =1

pro Newton-Iterationsschritt zu 16sen. Fiir die konkrete rechte Seite f(x,y) = oy* miissen
die Programme 8.5d, 8.5e angepasst werden. Es ergibt sich

# Programm aufg8.7a
function [y] = fs2(x,y1,y2);
sigma = 6.79e-12;

y = sigma*yl**4;
# Ende fs2

# Programm aufg8.7b
function [y] = fsy2(x,yk,y1,y2);
sigma = 6.79e-12;
y = sigma*4*yk**3*y1;
# Ende fsy2

Mit den Octave-Kommandozeilen

a=0;b=10;eta0=3000;etal=770;n=100;
[y1,x] = schiessv_gb(a,b,eta0,etal,n,-765);

erhilt man fiir ¢ und g(¢) die Resultate der nachfolgenden Tabelle.

Newton-Iteration ¢ 9(¢)
1 —773,62 8764,6
2 —788,89 4020,0
3 —807,13 1676,1
4 —816,97 486,87
5 —818,46 59,747
7 —818,52 2,2364
8 —818,52 0,056316
9 —818,52 3,4381e — 05
10 —818,52 8,4929¢ — 07

Hierzu ist allerdings anzumerken, dass das konvergente Newton-Verfahren erst nach ver-
schiedenen Fehlversuchen mit ungeeigneten Starwerten fiir ¢ schliefllich mit dem Startwert
¢ = —765 erhalten wurde.

Die Wahl dieses Startwerts basierte auf einer genaueren Betrachtung der Losung der Auf-
gabe 6).
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Kapitel 9

1) Sei w;; eine FV-Kontrollzelle mit dem Stiitzwert u;; im Zentrum. Az und Ay seien die
Lange und Breite von w;;. Das Gebiet (2 wird richtungsdquidistant in N x A/ Kontrollzellen
unterteilt. Als Randbedingungen werden etwas allgemeiner

u=u, aufly, gradu-7=¢q aufly

vorgegeben. Auierdem wird in der Gleichung ein Quell-Senken-Glied f auf der rechten
Seite beriicksichtigt. Die Geschwindigkeit 7 = (v,w)” ist auf Q U 02 gegeben. Fiir den
konvektiven Term ergibt sich die Bilanz

div (ut) dFF = / ut -1 ds

Wij Owij
N Wij + Wip1j Wij + Ui—1j
R [Ui+1/2jf — Vi-1/2j f]Ay
Uij + Uijy1 Ujj + Uij—1
+Hwijg1/2 e T T S Az

Fiir den Diffusionsterm erhilt man

div (Agrad u) dF = / Agrad u - i ds
8wij

Wij

Wit1i — Wii Wii — Wi Wil — Wii WUji — Wii_1
)\[ i+1j o7y z J]Ay_l_)\[ ij+ oY ) ]A.Z'

~

Az Az Ay Ay
Nach Division durch AzAy ergibt sich insgesamt die Gleichung

Uij + Uit1j Ujj + Ui—1j Ujj + Ujj Ujj + Ugj—
[Ui+1/2jwfl+1f _ v¢_1/2j”fz“]/Aaz + [w¢j+1/2%”+1 _ wz’j—l/2wfwl]/Ay

2Uij — Uig1j — Ui—1j  2Ujj — WUijr1 — Ugj—1
AT T S e M) g

ftir innere Zellen w;;. Fiir Randzellenan I'y, d.h. i = 1,1 < j < M, ergibt sich mit

W# =Up = Uj—1j = 2u, — Usjj
die Randgleichung
Ui + Uiyl Uij + Uij+1 Ui + Ujj—1
[Uz'+1/2jM - Uiq/zjur]/Ax + [wij+1/2u - wij71/2u]/Ay
2 2 2

3’U,,'j — Wit+15 — 2’U,r + QUij — Ujj+1
Ax? Ay?

i
+A[ I = iy
Fiir Randzellen an I'; ergibt sich fiir 1 < i < N, j = 1 mit

(uij — uij,l)/Ay =—q = U1 = Uz + qu

die Randgleichung
Uij + Wit Ui + Wi1j Ui + Ui qAy
[UH_U%% - U¢—1/2jwlej]/Aw + [wz’j+1/2”f”+1 — wij—1/2(uij + T)]/Ay

2uij — Uig1j — Ui-1j | Uij — U4l — qu] _

+Al Ax? Ay?

fij
firi=N,1 < j < M mit

(ui+1j — uij)/A:U =(q = Ujy1j = Ujj T qACU



36 Aufgabenlésungen

die Randgleichung
qAx Ugj + Ui—1j Uij + Ugjy1 U -|-u 1
[Vit1 25 (wij + T) _ Uifl/zj%]/Ax + [wiﬂlﬂ% Wy g T ij ij— 1/Ay
Uij — Uim1j — QAT 2Uj — Ugjy1 — uzjfl B
und fur 1 <i < N,j = M mit
(uij+1 — uij)/Ay =(q <= Ujj+1 = Ujj + qu
die Randgleichung
Wii + U; 14 ’U/'-|-’U/,1' qu ’U/'-l—'LL",l
[W-&-U%% - ”z‘—l/%%]/ﬁm +wigpay2 (i + =) = wij-1y2 %]/Ay
Dl — Wb s — U1 s w1 —aA
+/\[ WUij — Ui+15 — Ui—1j Ujj — Ujj—1 — (¢ y] _ fij )

Ax? Ay?
An den Eckpunkten erhilt man fiir i = 1, j = 1 die Gleichung

Uij + Uig1j Ugj + Uij gA
['Ui+1/2j”fl+1] —vi—1/2jUr]/ AT + [w¢j+1/2wfm+l — wij_1/2(uij + Ty)]/Ay
3’U,ij — ui+1j — 2’LLT Uij — 'U/Z'j+1 — qu o
+A[ AP A 1= fii,
furi =1,j = M die Gleichung
Wi + Wirrs q Uj -I- U
['Ui+1/2jwfl+1] - Uiq/zjur]/Ax + [wij+1/2 (uij + Ty) —Wij—1/)2— o l u-l ]/Ay
3’U,ij - ui+1j - 2u, uij — ui],1 qu
+A[ A2 A 1= fij,
furi = N, j = 1 die Gleichung
qAx Ui + Wi—1j Uij + Ujj+1 qAy
[Vig 1725 (wij + T) — UVi—1/2j f]/Ax + [wij+1/2f —wij1/2(uij + T)]/Ay
Wii — i1 — AT Ui — Uit — gA
+A[2 ZA; a + Z; 1 y] = fij
und schlieflich fiir i = N, j = M die Gleichung
qAx Wij + Wi—1j qA u; -I-u
[Vig1/2j (wij + T) —Ui—1/2§ wfw]/ﬁx + [wijg1/2 (ugg + Ty) — Wij—1/2 l - 1]/Ay
Uij — Uiy — AT ug —ug — qu
A - f..
+ [ A2 Ay2 ] fz]

Die Losung des Gleichungssystems fiir die Unbekannten w;;, ¢ = 1,...,N,j = 1,...,M
kann direkt oder iterativ erfolgen. Als Orientierung fiir die Implementierung der iterativen
Losung kann man das Programm 9.1 verwenden. Im nachfolgenden Programm wurde ein
SOR-Verfahren realisiert. Allerdings wurde aufgrund der Rechteckgeometrie ohne Gebiet-
sidentifikationsmatrix gearbeitet.

# Programm zur Loesung der Aufgabe 9.1

# mit Dirichlet- und Neumann-RB, iterative Loesung

# input: n,m Stuetzpunkte in x- und y-Richtung

# output: Loesung u(x,y) auf dem Gitter x.y,

# udiff Abstand zweier Loesungen, it Iterationszahl

# Aufruf: [u,x,y,udiff,it] = aufg9li(n,m,omega,eps,itma X);
function [u,x,y,udiff,it] = aufg91li(n,m,omega,eps,itma X);
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# Materialdaten, Quellen

la = 3.0; ff=0;
# Gebeitslaenge, Gebietshoehe
I = 2; hh = 1;

# Dimensionierung des Gitters
dx = llI/n; dy = hh/m;
h = dx; k = dy;
# Gitterinitialisierung
X(1) = dx/2; y(1) = dy/2;
for i=1:n
x(i) = (-1)*dx+x(1);
endfor
for j=1:m
y(@) = (-1)*dy+y(2);
endfor
# Startfeld
for i=1:n
for j=1:m
u@i,j) = 1.0;
endfor
endfor
# Konstanten
h2=h"2; k2=k"2; dx2=2*dx; dy2=2*dy;
udiff = 1; unorm = 1; it = 0O;
# Randwerte
uw=1; ql1=0; g2=0; q3=0;
# Aufbau der Matrix und der rechten Seite
for i=1:n
for j=1:m
ind = i+(j-1)*n;
vm = (x(i)-0.5*dx)"2; vp = (x(i)+0.5*dx)"2;
wm = (1-y(j)+0.5%dy)"2; wp = (1-y(j)-0.5*dy)"2;
if(1<i&&i<né&1<j&& j<m)
a(ind,ind) = 2*la/h2+2*la/k2 + (vp-vm)/dx2 + (wp-wm)/dy2;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);

a(ind,ind-n) = -(la’k2 + wm/dy2);
ffl(ind) = ff;
endif

if(i==18&8% 1 <j& j<m)
a(ind,ind) = 3*la/h2+2*la/k2 + vp/dx2 + (wp-wm)/dy2;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
ffi(ind) = ff+vm*uw/h+la*2*uw/h2;
endif
if (1l <i&ki<né&&j==1)
a(ind,ind) = 2*la/h2+la/k2 + (vp-vm)/dx2 + wp/dy2 -wm/dy;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
ffi(ind) = ff+wm*ql*k/dy2+la*ql/k;
endif
if(i==n&& 1<j& j<m)
a(ind,ind) = la/h2+2*la/k2 + vp/dx -vm/dx2 + (wp-wm)/dy2;
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
ffl(ind) = ff-vp*q2/2+la*q2/h;
endif
if (1l <i&ki<né&&j==m)
a(ind,ind) = 2*la/h2+la/k2 + (vp-vm)/dx2 + wp/dy - wm/dy2;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vp/dx2);
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a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wm/dy2);
ffi(ind) = ff-wp*q3/2+la*q3/k;
endif
if (i==1&& j==1)
a(ind,ind) = 3*la/h2+la/k2 + vp/dx2 + wp/dy2 - wm/dy;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
ffi(ind) = ff+vm*uw/h+wm*ql/2+la*2*uw/h2+la*ql/k;
endif
if (i ==1&& j==m)
a(ind,ind) = 3*la/h2+la/k2 + vp/dx2 + wp/dy - wm/dy2;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vp/dx2);
a(ind,ind-n) = -(la’tk2 + wm/dy2);
ffi(ind) = ff + vm*uw/h - wp*q3/2 + la*2*uw/h2 +la*q3/k;
endif
if (i ==n&&j==1)
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + vp/dx - vm/dx2 + wp/dy2 - wm/dy;
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wp/dy2);
ffi(ind) = ff-vp*q2/2+wm*ql/2+la*q2/h+la*ql/k;
endif
if (i ==n&& j==m)
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + vp/dx - vm/dx2 + wp/dy - wm/dy2;
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind-n) = -(latk2 + wm/dy2);
ffi(ind) = ff-vp*q2/2-wp*q3/2+la*q2/h+la*q3/k;
endif

endfor
endfor

# SOR-lteration
while (sqrt(udifffunorm) > eps && it < itmax)
ualt = u;

udiff
it

#

for i=1l:n

for j=1:m

ind = i+(-1)*n;
if(l<i&i<né&kl<j&kj<m)

u(i,j)=(ffL(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind-1) *u(i-1,j) ..

-a(ind,ind+n)*u(i,j+1)-a(ind,ind-n)*u(i,j-1))/a(ind
endif
if(i==1&&% 1 <j&&j<m)

u(i,j)=(ffL(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind+n) *u(i,i+1) .

-a(ind,ind-n)*u(i,j-1))/a(ind,ind);
endif
if (1 <i&i<né&&j==1)

u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind-1) *u(i-1,)) ..

-a(ind,ind+n)*u(i,j+1))/a(ind,ind);
endif
if i==né&&1<j&&j<m)

u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind-1)*u(i-1,j)-a(ind,ind+n) *u(ii+1) .

-a(ind,ind-n)*u(i,j-1))/a(ind,ind);
endif
if (1 <i&i<né&&j==m)

u(i,j)=(ffL(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind-1) *u(i-1j) ..

-a(ind,ind-n)*u(i,j-1))/a(ind,ind);
endif
if i ==18&8&j==

,ind);

u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind+n) *u(i,j+1))/a(ind,ind);

endif
if i==18&&j==m)

u(i,j)=(ffL(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind-n) *u(i,i-1))/a(ind,ind);
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endif
if (i==n@&&j==1)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind-1)*u(i-1,j)-a(ind,ind+n) *u(i,j+1))/a(ind,ind);
endif
if i==né&&j==m)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind-1)*u(i-1,j)-a(ind,ind-n) *u(i,j-1))/a(ind,ind);
endif
endfor
endfor
udiff = 0.0; unorm = 0.0;
for i=1:n
for j=1:m

u(i,j) = omega*u(i,j)+(1-omega)*ualt(i,j);
udiff = udiff + (u(i,j)-ualt(i,j))"2;
unorm = unorm + ualt(i,j)"2;
endfor
endfor
if (unorm == 0.0)
unorm = 1;
endif
it =it + 1;
endwhile
# Ende des Programms

Im Programm wurde die Koeffizientenmatrix a und die rechte Seite ff1 des linearen Glei-
chungssystems aufgebaut, um auch die Moglichkeit der direkten Losung zu haben. Die
Koeffizientenmatrix des zu l16senden linearen Gleichungssystems ist aufgrund der konvek-
tiven Glieder der Differentialgleichung nicht symmetrisch und positiv definit. Deshalb gibt
es keinen Bereich fiir den Relaxationsparameter w, wo die Konvergenz des SOR-Verfahrens
gesichert ist. Fiir w = 1,2 lag bei einer Diskretisierung von 40 x 20 finiten Volumenzellen
Konvergenz vor, wiahrend das SOR-Verfahren fiir w = 1,6 nicht konvergierte. Allerdings
treten grofsere Probleme bei der Losung erst dann auf, wenn die konvektiven Glieder die
diffusiven dominieren.

2) Die Upwind-Approximation ergibt mit den Vereinbarungen

opy = Vit1/2j "‘2|”i+1/2j| T Vit1/2j —2|Uz'+1/2j| ,
vm, = Vi-1/2j +2|“i—1/2j| Com = Vi—1/2j —2|U¢—1/2j| 7
wpy = Lt 4‘2|wij+1/2| wp. = Vi —QIwin/zl ,
wmy = Wij—1/2 "‘2|wij—1/2| Cwm = Wij—1/2 _2|wij—1/2|

gemdfS dem Vorgehen in Abschnitt 9.2.3 fiir den konvektiven Term die FV-Approximation

div (u?) dF = ut - iids
wij Bwij
R [Up4ij + UP_Uip1j — UM U—15 — UM _U;5] Ay
+Hwptui; + wp_uijpr — WM — wm_ug]Ax .
Mit der Bilanz des Diffusionsterms {iber w;; und nach Division durch AzAy ergibt sich
insgesamt die Gleichung

Up+ —um_ vmy wpy — wm_ wm4

vp_ wp_
Az Uij + Ag LU T Ty Wil + Ay Wij + Ay Uij+1 — Ay Uij—1

2Uij — Wig1j — Uim1j  2Ug5 — Ugja1 — Uij—1
AT SR S =
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fiir innere Zellen w;;. Analog zum Vorgehen bei der Aufgabe 1 werden durch Berticksich-
tigung der Randbedingungen in den FV-Zellen am Rand die jeweiligen Ghostwerte elimi-
niert und Rand- bzw. Eckgleichungen aufgestellt. Im Einzelnen erhélt man:

Fiir Randzellenan I';, d.h. i = 1,1 < j < M, ergibt sich mit

Uij + Ui—1j
wlej =Up = Uj—1j = 2u, — Ujj
die Randgleichung
vpL —uvm_ + vmg up_ vmy wp4 — wm—_ wp_ wm._
Ax Uij + AWy T 2 e Ay uij + Ay it T TRy Ui
Buij — Wit1j — 2Up | 2Uij — Uijp1 — Ui
AL Az? Ay? J=fi
Fiir Randzellen an I'; ergibt sich fiir 1 < ¢ < IV, j = 1 mit
(uij — uijfl)/Ay =—q < Ujj-1 = Uz + qu
die Randgleichung
vpL —vm_ up_ vmy wpy — wm_ — wmy wp_
T Ap i + A Lt T Ay Wil + Ay Uij + A—yuijJrl —wm4q
Qi — Ui — Ui s o Uiiin — gA
[ Wij — Wit1j — Ui—15 | UWij — Uij4+1 — 4 y] = i,

Ax? Ay?
firi=N,1 < j < M mit

(ui+1j — uij)/Ax =(q = Ujt+1j = U5 + qAx

die Randgleichung
vpy —vm_ + vp_ vm4 wpy — wm_ wp— wm4
Ar Ui +Up—q — Ap Ll + Tuzj + A—yuij+1 - A—yuz’j—l
Wij —wim1j — qAT | 2w — Ui — U1,

und fiir 1 <i < N,j = M mit

(uin — uij)/Ay =q < Uij41 = U5 + qu

die Randgleichung
VP4 — UM _ vp— UMy wp4 — wm_ + wp_ wm
Tui]’ + A—xuiJrlj - A—xuiﬂj + Ay Ujj +wp—q — A—yuijfl

2uij — WUir15 — Ui—1j Ujj — Ugj—1 — qu] _
Az? Ay?
An den Eckpunkten erhdlt man fiiri = 1, = 1 die Gleichung

+A[

fij-

VP4 — um_ + vm4 up— UM WPy — WM—_ — W4 wp—
N U5 + EUH_U -2 Ax Uy + Ay U5 + Ay Ujj41 — WMyq
3uij — Uit1j — 2ur | Ui — Uij+1 — gAY
+/\[ A2 Ay2 ] = fz] )
furi = 1,7 = M die Gleichung
Upy —Um_ + vmy vp— VM4 wp4 — wm—_ + wp_ WM 4
s Ui + A Witti 2 Ay U + Ay Ui +wp_q — A—yuij—l

Buij — wiy1; — 2ur | Ui —ugi—1 — gAY

AL Az? Ay?

]:fija
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furi = N, j = 1 die Gleichung

VP —vm_ + vp_ vy WPy — WM_ — WM wp—

Az U5 +vp—q — Eul'_lj + Ay Wij + Ay Ujj41 — WM4q

Wii — Wi 1r — GAT  Usi — Usie1 — g\
‘|‘>\[ ij i 1‘; q ij Z]+; q y] = fi;
Azx Ay

und schlieflich fiir i = N, j = M die Gleichung
VP —Uvm_ + vp_ UMy wWp4 — wm_ + wp_ wmy

Az uij +up-q — Ag il + Ay uij +wp—q — A—yuijq

A Uij — ui—1j — AT ug — -1 — qAy, .
[ Az? Ay? I=fii-

Aufgrund der Eigenschaft
P+ Z 07 vm4 Z Oa vp— S 07 vm — S Oa wp+ Z Oa wm Z Oa wp— S 0, wm— S 0

ergibt sich mit der gewéhlten Upwind-Approximation ein Gleichungssystem mit einer sta-
bilisierten Diagonale zur Bestimmung der gesuchten Werte w;;, i =1,...,N,j =1,..., M.
Im nachfolgenden Programm ist die Upwind-Approximation implementiert.

Programm zur Loesung der Aufgabe 9.2
mit Dirichlet- und Neumann-RB, iterative Loesung
input: n,m Stuetzpunkte in x- und y-Richtung,
omega Relaxationsparameter, eps Genauigkeit
output: Loesung u(x,y) auf dem Gitter x.y,
udiff Abstand zweier Loesungen, it Iterationszahl

Aufruf: [u,x,y,udiff,it] = aufg92i(n,m,omega,eps,itma X)
function [u,x,y,udiff,itf = aufg92i(n,m,omega,eps,itma X);
# Materialdaten, Quellen
la = 3.0; ff=0;
# Gebeitslaenge, Gebietshoehe
I = 2; hh = 1;
# Dimensionierung des Gitters
dx = IlI/n; dy = hh/m;
h = dx; k = dy;
# Gitterinitialisierung
X(1) = dx/2; y(1) = dy/2;
for i=1:n

x(i) = (-1)*dx+x(1);
endfor
for j=1:m

y(@) = (-1)*dy+y(2);
endfor
# Startfeld
for i=1:n

for j=1:m

u@ij) = 1.0;

endfor
endfor
# Konstanten
h2=h"2; k2=k"2; dx2=2*dx; dy2=2*dy;
udiff = 1; unorm = 1; it = 0;
# Randwerte
uw=1; ql1=0; gq2=0; q3=0;
# Aufbau der Matrix und der rechten Seite

H O H O H

for i=1:n
for j=1:m
ind =i + (j-1)*n;
vm = (x(i)-0.5*dx)"2; vp = (x(i)+0.5*dx)"2;
wm = (1-y(j)+0.5*dy)"2; wp = (1-y(j)-0.5*dy)"2;
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avm = abs(vm); avp = abs(vp);
= abs(wm); awp = abs(wp);
vpp = 0.5*(vp+avp); vpm = 0.5*(vp-avp);
= 0.5*(vm+avm); vmm = 0.5*(vm-avm);
wpp = 0.5%(wp+awp); wpm = 0.5*(wp-awp);
= 0.5*(wm+awm); wmm = 0.5*(wm-awm);
if (1 i & 1 <N && 1 <j&&j<m)
a(ind,ind) = 2*la/h2+2*la/k2 + (vpp-vmm)/dx + (wpp-wmm)/d y;

N

a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
a(ind,ind-n) = -(la’k2 + wmp/dy);
ffl(ind) = ff;
endif
if(i==1&% 1<j&&j<m)
a(ind,ind) = 3*la/h2+2*la/k2 + (vpp-vmm-+vmp)/dx + (wpp-wm m)/dy;
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);

a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
a(ind,ind-n) = -(latk2 + wmp/dy);
ffi(ind) = ff-2*vpm*uw/h+la*2*uw/h2;
endif
if (1 <i&i<né&&j==1)
a(ind,ind) = 2*la/h2+la/k2 + (vpp-vmm)/dx + (wpp - wmm - wmp)
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
ffi(ind) = ff+wmp*ql+la*ql/k;
endif
if i==né&&1<j&&j<m)
a(ind,ind) = la/h2+2*la/k2 + (vpp - vmm + vpm)/dx + (wpp-wmm)
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
a(ind,ind-n) = -(latk2 + wmp/dy);
ffi(ind) = ff-vpm*q2+la*q2/h;
endif
if (1 <i&i<né&&j==m)
a(ind,ind) = 2*la/h2+la/k2 + (vpp-vmm)/dx + (wpp - wmm + wpm)
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind-n) = -(la’tk2 + wmp/dy);
ffi(ind) = ff-wpm*q3+la*q3/k;
endif
if i==18&&j==1)
a(ind,ind) = 3*la/h2+la/k2 + (vpp - vmm + vmp)/dx +(wpp - wmm-
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
ffi(ind) = ff+2*vmp*uw/h+wmp*ql+la*2*uw/h2+la*ql/k;
endif
if i==18&&j==m)
a(ind,ind) = 3*la/h2+la/k2 + (vpp - vmm + vmp)/dx + (wpp - wmm +
a(ind,ind+1) = -(la/h2 - vpm/dx);
a(ind,ind-n) = -(la’/k2 + wmp/dy);
ffi(ind) = ff + 2*vmp*uw/h - wpm*q3 + la*2*uw/h2 +la*q3/k;
endif
if i==n&&j==1)
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + (vpp - vmm + vpm)/dx + (wpp - wmm - wm
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = -(la/k2 - wpm/dy);
ffi(ind) = ff-vpm*g2+wmp*ql+la*q2/h+la*ql/k;
endif
if i==né&&j==m)
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + (vpp - vmm + vpm)/dx + (wpp - wmm + wp
a(ind,ind-1) = -(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind-n) = -(la/k2 + wmp/dy);

[dy;

[dy;

/dy;

wmp)/dy;

wpm)/dy;

p)/dy;

m)/dy;
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ffi(ind) = ff-vmp*g2-wmp*q3+la*q2/h+la*q3/k;
endif
endfor
endfor
# sor-Iteration
while (sgrt(udifffunorm) > eps && it < itmax)
ualt = u;
udiff
it
for i=1:n
for j=1:m
ind =i + (j-1)*n;
f(l<i&i<né&&l<j&kj<m)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind-1)
-a(ind,ind+n)*u(i,j+1)-a(ind,ind-n)*u(i,j-1))/a(ind
endif
if(i==1&% 1 <j&&j<m)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind+n)
-a(ind,ind-n)*u(i,j-1))/a(ind,ind);
endif
if(1<i&ki<né&&j==1)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind-1)
-a(ind,ind+n)*u(i,j+1))/a(ind,ind);
endif
if(i==n@&& 1<j&& j<m)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind-1)*u(i-1,j)-a(ind,ind+n)
-a(ind,ind-n)*u(i,j-1))/a(ind,ind);
endif
if (1 <i&ki<né&&j==m)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind-1)
-a(ind,ind-n)*u(i,j-1))/a(ind,ind);
endif
if (i==1&& j==1)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind+n)
endif
if (i==1&& j==m)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)-a(ind,ind-n)
endif
if (i==n@&&j==1)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind-1)*u(i-1,j)-a(ind,ind+n)
endif
if (i==n&&j==m)
u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind-1)*u(i-1,j)-a(ind,ind-n)
endif
endfor
endfor
udiff = 0.0; unorm = 0.0;
for i=1:n
for j=1:m
u(i,j) = omega*u(i,j)+(1-omega)*ualt(i,j);
udiff = udiff + (u(i,j)-ualt(i,j))"2;
unorm = unorm + ualt(i,j)"2;
endfor
endfor
if (unorm == 0.0)
unorm = 1;
endif
it =it + 1;
endwhile
# Ende des Programms

*U(i-1,) ...
,ind);

*uii+1) ...

*u(i-1,)) ...

*U(ij+1) ...

*ui-1) ...

*u(i,j+1))/a(ind,ind);

*u(i,j-1))/a(ind,ind);

*u(i,j+1))/a(ind,ind);

*u(i,j-1))/a(ind,ind);
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3) Die zentrale Differenzenapproximation ergibt mit den bekannten Beziehungen

h h Uit1j — 25 + Wi—1j
Vig1/2j = Uz‘j+§vz+0(h2), Vi_1/2j = Uz'j_gvx+0(h2)a ARy h;J = = e+ O(R?)

fur die erste Komponente uv von ut

Wit1j + Ugj Ujj + Ui—1j
5 Vit1/2j — 5 Vi—1/2j
2 2
Wit1j h Ujj h
= ’2+h” [vij + 5 va + O] + o5l [vig + S + O(R)]
Wi h Uj_1i h
—2—2[1},'3' — §’Uz + O(h2) — ;hj [Uij — §Uz + O(h2)]
Ui415 — Uj—15 U‘+1'+U‘,1' (1271 .
= ]2h - ]Uij+ : ]4 : ]’Ux'f_#vw‘f‘o(hz)
o RPN T
= upv + O(h?) + Lt F ul4 G+ O(h?)
o RPN F At s
= u,v + Uity Zlh;] Yij hv, + %Uz + O(h?)
1
= Uy + = (tge + O(h?)) W0, + uvy + O(R?)

4
= uyv + uvy + O(h?) = (wv), + O(h?) .

Der Nachweis fiir die zweite Komponente uw von uv erfolgt analog.

4) Mit den Bezeichungen
Vit1/25 F (Vi1 /2] Vit1/2j = |Vit1/24]
opy = — /2] 5 i /J,,Up_: i+1/2j . i /]7
vmy = Vi-1/2j "‘2|Uz’71/2j|, om. = JimL/2 _2|Uz>1/2j|

giltim Fall vy 1 /5jv;_1/2; > 0 fiir die erste Komponente die Upwind-Approximation

Vit1/2jWij — Vi—1/2jWi—1j

h

und durch Taylorreihenentwicklung erhélt man

Vit1/2jWij — Vi—1/2jWi—1j
h

= (vu)z + O(h) .

Falls v;11/2jv;—1/2; < 0 ist, erhdlt man fiir die erste Komponente die Upwind-
Approximation

Vit1/2jWij — Vi—1/2jWij
h

und mit geeigneten Taylorentwicklungen folgt

Vit1/25Wij — UVi—1/25Wij

h

Aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichen von v;/,; und v;_, /»; im nichttrivialen Fall
ergibt sich

= uv, + O(h?) .

Vit1/25 T Vi—1/25
2

= 0(h)
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und damit auch v;; = O(h) bzw. u,v = O(h). Insgsamt gilt dann

Vit1/25%ij — UVi—1/25Wij

o = w, + O(h?) = uv, +u,v — O(h) + O(h?)

= wvy +uv + O(h) = (uwv), + O(h) .

Der Nachweis fiir die zweite Komponente uw von ut erfolgt analog.

5) Die Diskretisierung erfolgt in radialer, azimuthaler und z-Richtung, der Einfachheit hal-
ber mit den Diskretisierungsinkrementen Ap, Ap und Az dquidistant. Fiir eine Volumen-
zelle wyji gilt dann

wijr = {(pcosy,psing,z)[14+ (i —1/2)Ap < p <1+ (i +1/2)Ap,
(G —1/2)Ap <o < (j+1/2)Ap, (k—1/2)Az < 2 < (k+1/2)Az},

firi=1,...,N,j=1,...,M,k=1,..., P, wobei die Punkte
(i, Y5, 2k) = (picos @y, (pisingj, z), pi=14+1iAp, p; =jAp, 2z = kAz

jeweils die Mittelpunkte der Zellen w;j;, sind, wo auch die Stiitzwerte u;;;, berechnet wer-
den sollen.

Die Bilanz der rechten Seite der Differentialgleichung ergibt fiir konstantes A

/ A udV

ijk

/,7k+1/2 /%H/z Pit1/2 1 a 8u)] 1 az 82
Zk—1/2 Pj—1/2 Pi—1/2 p 6/) 6/) 26(70
Zr+1/2 /W]+1/2 /Pz+1/2 a 8u 182 82
(pz=)+ - + p—=—]dpdpdz .
/k Lo Bp dp’ ' pop? 022

Pi—1/2 Pi—1/2

Die iterierte Integration ergibt mit den 6stlichen und westlichen, nérdlichen und siidlichen
sowie hinteren und vorderen Randfldchen dw,, Ow,,, Owy,, Ows, Owp, Ow, von wyjk

ou
AudV =~ [Pz+1/2 |8wo Pi— 1/2 |8ww]A90AZ
1 8u ou ou ou
wh T A _ |O0w A A il [Ow, — &5 |0w A A
+— [a(plah agDla JAp Z+P[azlan 5, 10w ] APAY

Uit1jk — Wijk Uijk — Ui—1jk
~ [Pi+1/2#—m 1/2%]A§0AZ

L Uijik — Wik Uijk — Uij—1k
_[ 17+ 1] 1] 1] ]ApAz

pi Ay Ap
Uikl = Wik Wijk — Yijk—1
+pi[— e - Az” JApAgp .

Die Division durch p;ApApAz und die Berticksichtung von g—g = 0 ergibt die FV-
Approximation

1 Uit1jk — Wijk Uijk — Wi—1jk Uijk+1 — Wijk  Wijk — Wijk—1

il DY e L L P Lt Y LA WY _ A

b P v Al X /A
furalle j = 1,..., M. Fur die linke Seite der Differentialgleichung bilanziert man

/ % AV ~ 81{;’;”“ piApApAz
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und die Division durch p;ApApAz ergibt die Approximation %. Da die Approxima-
tionen unabhdngig von j sind, kann man auf den Index j verzichten und erhalt fiir die

Differentialgleichung letztendlich die FV-Approximation

8uik

Pit1/2 Uik — Uik) — Pi—1/2(Uik — Ui—1k) n Uik+1 — 2Usp + Uikﬂ]
ot '

pilp? Az?

= [

Mit der Beriicksichtigung der Anfangs- und Randbedingungen erhilt man ein Anfangs-
wertproblem zur Berechnung der Stiitzwerte u;;, im Zeitintervall ]0,10].

6) Mit dem Hilbertraum

U=V =H;(0,1]) = {u|u,u, € Lx([0,1]), u(0) = 0}
definiert man auf U x V' die Bilinearform

Alu,v) = /01[(1 + 2w + 3u0] do + 4u(1)o(1)
und auf V' das Funktional

F(v) = /01 e " vdr + 8u(1)

was nachfolgend gerechtfertigt werden soll. Testet man die linke Seite der Gleichung mit
einer Funktion v € U, dann ergibt sich durch partielle Integration

tood N N ! o\ du dv !
(1 2\ = (1 2\ 7 L / 1 2\ /
/0[ d:n(( +x)dw)+3u]vdx ( +x)d$v|0+ 0( +x)d$dwdx+ | 3uv dx
1
= / [(1+ 2®)upv, + 3uv]de — 2d—uv|$:1
0 dx

/01[(1 + 2?)uz v, + 3uv]dr — 2(4 — 2u(1))v(1)

= /1[(1 + &%) uz vy + 3uv] dz + 4u(1)v(1) — 8v(1) .
0

Der Test der rechten Seite der Gleichung mit einer Funktion v € U ergibt

1
_ 2
/ezvdx,

0

so dass man insgesamt
1 o
/ (1 + 2*)ugpv, + 3uv]de + du(1)v(1) — 8u(1) = / e~ vde <= A(u,v) = F(v)
0 0

und damit die schwache Formulierung erhalt.

7) Zu zeigen ist die Existenz von Konstanten C', D,y > 0, so dass
a) [A(u,v)| < Cllullvlollv, [F(v)] < DlJv]|v (Stetigkeit) und
b) A(u,u) > v||u||} (Koerzitivitit)

mit

1
lally = lalles =2+ u) da 2
0
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gilt. Fir « € [0,1] gilt aufgrund der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
A, )] < 2fJuellzs|[ve]lLz + 3llullLa[ollLs + 4lullvlollv < 9lullvlollv,

da
1 1
luclles = el ? < ([ G2+ ) dal'’2 = lully
0 0
und
1 ) ) 1 ) ) )
lulles = [ asl® <[t +uy s = Jully
0 0
gilt. AuSerdem gilt
1 5 1
Fv)| = |/ 7 vdw+8v(1)|§e°/ o] da + 8Ju(L)]
0 0
1 1 5 5 1 5 5 5
< 9/ o] de < 9[/ v? dr])t/? < 9[/ v? + v de]t? = 9||v||v .
0 0 0

Damit ist a) mit C = D = 9 bewiesen.
Da (1 + 2?) > 1 fiir alle z € [0,1] ist, folgt

1 1 1 1
A(u,u) 2/ uidx-l-?)/ u2dx2/ uidw+/ uw? dr = ||u||}
0 0 0 0

also b) mit vy = 1.
8) Mit den quadratischen FE bzw. Basis-Funktionen
2(%)2—3%4-1 T < < Tijgq

pi(z) = 2(=F=)* — == Ti1 <zl T
sonst

furi=1,...,n,z; =i-h, h=1/n,und

4%(1 - x—hxl) T < T < Tig1

Pir1/2(x) = { 0 sonst

furi =1,...,n — 1 sind zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix die Integrale

/ 2 () de, / pi(@)pin () d, / i) i () de,
supp Pi supp pi Supp pi

/ <p?+1/2(a:)da:,/ %+1/2(ﬂf)90i(33)d33;/ 80¢+1/2($)90i+1($)d$,
SUPP Pi+1/2 SUpPp Pit1/2 SUPPp Pit1/2
bzw.
[ @ [ d@eda@dn [ G @
supp i sSupp i sSupp ¢i

/ ‘P;2+1/2 (z) dz, / 90;'+1/2 ()5 () dz, / 90;'+1/2(5”)90;'+1 (z) dz,
SUpp Pi41/2 SUpp Pi+1/2

SUpp Pit+1/2
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und

/ () de, / 220! (2) gl (¢) d,
supp @i supp ¢;

| Sd@e @ [ 202 5 ) d,
sSupp i SUPPp Pit1/2
/ mRerer| Pl 1 a) P () o
SUpp Pi+1/2 SUpp Pi+1/2

zu bestimmen. Man erhélt mit den Ableitungen

(4%—3)/h T < < Tjg1
pi(r) =4 (&=Lt —1)/h 24 <z<uzy
0 sonst
und
p 41 -2 /h oz <z < T4
Pir/2(@) = { 0 " sonst

im Ergebnis der Integration

> 4h

2
@i (v) do = —,
/supwi ' 15
h
/ ¢i(@)pir1 (z) do = / pi(z)pi-1(z) dr = 30

SUPP Pi supp @i
: 8h
/Suppw_ 90?—4—1/2(5”) dx = 15
i+1/2

h
/ ir1/2(x)pi(r) dr = / Qir1/2(@)0ip1(z) dr = I
SUpp Pi+1/2 SUpp Pi+1/2

bzw.
. 14
2
/suppw ‘ 3h
1
| d@da@di= [ G @de= g
supp ¥i supp ¥i
. 16
2
Pir12(@)de = —,
/suPP(Pi+1/2 H_/ 3h
8
[ p@dEd= [ @) =g
SUPP Pit1/2 SUPPp Pit1/2

Am rechten Intervallende ist statt tiber supp ¢, tiber

supp ¢, N [0,1]

zu integrieren, so dass sich dort nur das 0,5-fache der fiir i < n angegebenen Werte ergibt.
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Fiir die weiteren Integrale ergibt sich

oo 14 22, +22 b 13h2
22 (z)dr = _[M+_(wi71+3mi)+—], 1<i<mn,
/SWWi i 3h 2 14 35
7 11h 23102
2 12 2
o, (x)dr = @, |+ —Tp_1 +—),
/S o on0] () 3h[ 1Ty 1T 735 ]
1 3h2
| @i @de = gplet+ b+ 2]
Supp Pi
1 2

‘ . 3h
| @i @de = gl +hai o+ 2
supp pi

- 6. . :
2 12
T2l () de = [ + ha; + —],
/;mpw+u2 H_/ 3h-" ' 5

: 8 o, h 3h?
B0 p(@)ei(r)de = ——[a] + zwi + o],
/SUPP%'+1/2 / ' 3h ! 2 ¢ 20
8 3h 13h2
@i @ d = —grlal+ et S
/S“PP Pit1/2 oy ’ 3h0 27020

Zur Berechnung des Lastvektors benétigt man noch die Integrale

h
/ eszQOi(x) de ~ _[6796?_1/2 + e*ac?_uz]/g , i=1,...,n—1
supp pi 3

.2 h 22 .
/ e pi(r)dr = ¢ Ticyz =
supp ¢, N[0,1]

und

a2 _2h 2 .
/ e <pi+1/2(x)dx~?e itz 5 =0,...,n—1.
SUpPp Pi+1/2

Ausgehend von der schwachen Formulierung erhilt man mit dem Ansatz

2n
up(z) = Z Uj/2¥5/2 (z)
j=1

das lineare Gleichungssystem

A(un, pis2) = Flpi2) , i=1,...,2n
zur Bestimmung der Koeffizienten

Uy /2, ULy Ug/a, Uy ooy Up_1/2, Up -

Die Integrale zur Berechnung des Lastvektors konnen bei Bedarf durch eine Quadraturfor-
mel genauer als hier bestimmt werden. Im nachfolgenden Programm ist die FE-Methode
implementiert.

# Programm zur Loesung der Aufgabe 9.8, FEM, quadratische El emente

# -((L+c*x"2)u_x)_x + d*u = exp(-x*2), u(0)=0, [u_x + alpha* u](1) = beta
# Input: c,d,alpha,beta und Zahl der ganzen Indizes n

# Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und recht e Seite f

# Aufruf: [u,x,a,f] = aufg98fem2(c,d,alpha,beta,n);
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function [u,x,a,f] = aufg98fem2(c,d,alpha,beta,n);

m = 2*n; h = 1/n; h2 = h/2; h3 = 1/(h*3); hl5 = h/15;
h163 = 16/(h*3); h83 = 8/(h*3); h143 = 14/(h*3);

x(1) = 0;

f = zeros(m,1);

a = zeros(2*n,2*n);

for i=1:m
x(i+1)=i*h2;
endfor
# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=1:n
jh = 2%-1;
j = 2%
if i ==1)
a(jh,jh) = h163*(1+c*(x(jh)*2+h*x(jh)+2*h"2/5))+d*8*h 15;
a(jh,jh+1) = -h83*(1+c*(x(jh) 2+3*h*x(jh)/2+13*h"2/20 ))+d*h15;
a(j,j-1) = -h83*(1+c*(x(-1)"2+3*h*x(j-1)/2+13*h"2/20 ))+d*h15;
a(j,j) = h143*(L+c*((x(-1)"2+x(j+1)"2)/2+11*h*x(j-1) /14 ...
+3*h*x(j+1)/14+13*h"2/35))+d*4*h15;
a(j,j+1) = -h83*(1+c*(x(j+1)"2+h*x(j+1)/2+3*h"2/20))+ d*h15;
a(j,j+2) = h3*(1+c*(x(j+1)2+h*x(j+1)+3*h"2/5))-d*h15 12;
endif
if (2 <j&&j<m)
a(j,j-2) = h3*(1+c*(x(-1)"2+h*x(j-1)+3*h"2/5))-d*h15 12;
a(j,j-1) = -h83*(1+c*(x(j-1)"2+3*h*x(j-1)/2+13*h"2/20 ))+d*h15;
a(j,j) = h143*(1+c*((x(-1)"2+x(j+1)"2)/2+11*h*x(j-1) /14 ...
+3*h*x(j+1)/14+13*h"2/35))+d*4*h15;
a(j,j+1) = -h83*(1+c*(x(j+1)"2+h*x(j+1)/2+3*h"2/20))+ d*h15;
a(j,j+2) = h3*(1+c*(x(j+1)"2+h*x(j+1)+3*h"2/5))-d*h15 12;
endif
if (1 <ijh)
a(jh,jh-1) = -h83*(1+c*(x(jh)*2+h*x(jh)/2+3*h"2/20))+ d*h15;
a(jh,jh) = h163*(1+c*(x(jh)*2+h*x(jh)+2*h"2/5))+d*8*h 15;
a(jh,jh+1) = -h83*(1+c*(x(jh) 2+3*h*x(jh)/2+13*h"2/20 ))+d*h15;
endif
if j == m)
a(j,j-2) = h3*(1+c*(x(-1)"2+h*x(j-1)+3*h"2/5))-d*h15 12;
a(j,j-1) = -h83*(1+c*(x(-1)"2+3*h*x(j-1)/2+13*h"2/20 ))+d*h15;
a(j,j) = 7*h3*(1+c*(x(j-1)"2+11*h*x(j-1)/7+23*h"2/35) )+d*2*h15+2*alpha;
endif

f(jh) = exp(-x(§)*2)*2*h/3;
f()) = (exp(-x(j)"2)+exp(-x(j+1)"2))*h/6;
if j == m)
f()) = exp(-x(j)*2)*h/6 + 2*beta;
endif
endfor
# Loesung
uu = a\f;
u(d) = 0;
for i=1:m
u(i+1) = uu(i);
endfor
# Ende des Programms

Zum Vergleich mit der FE-Methode mit quadratischen Elementen sind in den nachfolgen-
den Programmen ein FE-Verfahren mit linearen Elementen und ein FV-Verfahren zur L6-
sung des Randwertproblems implementiert.

# Programm zur Loesung der Aufgabe 9.8 mit einem FE-Verfahre n, lineare Elemente
# -((L+c*x"2)u_x)_x + d*u = exp(-x*2), u(0)=0, [u_x + alpha* u](1) = beta

# Input: c,d,alpha,beta und Zahl der Elemente n

# Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und recht e Seite f

# Aufruf: [ux,af] = aufg98feml(c,d,alpha,beta,n);
function [u,x,a,f] = aufg98fem1(c,d,alpha,beta,n);
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h = 1/n;
f = zeros(n,1);
x(1)=0;
for i=1:n
x(i+1)=i*h;
endfor
# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=1:n
if (i ==1)
a(i,i) = (2+c*(x(i) 2+x(i+1)"2+h*(x(i)+x(i+1))+2*h" 2/
a(i,i+l) = -(1+c*(x(i+1)"2+h*x(i+1)+h"2/3))/h +d*h/6;
f(i) = exp(-(x(i)+h/2)"2)*h/3+exp(-(x(i+1)+h/2)"2)*h/
endif
if (1 <i&&i<n)
a(i,i-1) = -(L+c*(x(i)*2+h*x(i)+h"2/3))/h + d*h/6;
a(i,i+l) = -(1+c*(x(i+1)"2+h*x(i+1)+h"2/3))/h +d*h/6;
a(i,i) = (2+c*(x(i) 2+x(i+1)"2+h*(x(i)+x(i+1))+2*h" 2/
f(i) = exp(-(x(i)+h/2)"2)*h/3+exp(-(x(i+1)+h/2)"2)*h/
endif
if (i == n)
a(i,i-1) = -(1+c*(x(i)*2+h*x(i)+h"2/3))/h + d*h/6;
a(i,i) = (L+c*(x(i)"2+h*x(i)+h"2/3))/h + d*1*h/3 +2*alph
f(i) = exp(-(x(i)+h/2)"2)*h/3+exp(-x(i+1)*2)*h/6 +2*be
endif
endfor
# Loesung
uu = a\f;
u(1)=0;
for i=1:n
u(i+1) = uu(i);
endfor
# Ende des Programms

# Programm zur Loesung der Aufgabe 9.8 mit einem FV-Verfahre
# -((L+c*x"2)u_x)_x + d*u = exp(-x*2), u(0)=0, [u_x + alpha*
# Stuetzwerte u_i an den Stuetzstellen x_{i-1/2}, i=1,...,
# Input: c,d,alpha,beta und Zahl der Stuetzstellen n
# Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und recht
# Aufruf: [u,x,a,f] = aufg98fvm(c,d,alpha,beta,n);
function [u,x,a,f] = aufg98fvm(c,d,alpha,beta,n);
h = 1/n;
f = zeros(n,1);
for i=1:n
x(i)=(i-1/2)*h;
endfor

# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=1:n
if (i ==1)

a(ij) = 2/h + (1+c*h™2)h + d*h; a(i,i+1) = -(1+c*h™2)/h;

f(i) = exp(-(h/2)*2)*h;
endif
if (1 <i&&i<n
a(i,i-1) = -(1+c*((i-1)*h)2)/h; a(i,i+l) = -(1+c*(i*h)»
a(i,i)y = -(a(i,i-1)+a(i,i+1))+d*h;
f(i) = exp(-((i-1/2)*h)"2)*h;
endif
if (i == n)
cl = 1/h + alpha/2;
a(i,i-1) = -(1+c*((i-1)*h)2)/h;
a(i,iy = (1+c*((i-1)*h)*2)/h + alpha*(1+c*(i*h)"2/(h*cl
f(i) = exp(-((i-1/2)*h)"2)*h+ (1+c*(i*h)"2)*beta/(h*cl
endif
endfor
# Loesung

3)h + d2*h/3;

3+exp(-x(i+1)"2)*h/3;

3))/h + d*2*h/3;
3+exp(-x(i+1)"2)*h/3;

ta;

n
u](1) = beta
n

e Seite f

2)lh;

)) + d*h;



52 Aufgabenlésungen

u = a\f;
# Ende des Programms

Beim FV-Verfahren wurde die Randbedingung « = 0 am linken Intervallende 2 = 0 durch

ug + Uy

=0
2

und die Randbedingung 4 + au = # am rechten Intervallende = = 1 durch

Un+1 — Un Upt+1 + Up
+« =
h 2 b

approximiert. Die Ghostwerte uo und u,+; wurden mittels der Randbedingungen aus den
Approximationen der Differentialgleichung an den Punkten z, /, und z,,_, /, eliminiert.

In allen 3 Programmen wurde die Tridiagonalitdt der Steifigkeitsmatrizen nicht berticksich-
tigt. Zur Speicherplatzeinsparung und zur Effizienzsteigerung sei hier eine Modifizierung
der Programme zwecks Nutzung der Routine “tridia.m” zur Losung der linearen Glei-
chungssysteme empfohlen.
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Appendix

In diesem Anhang sind die Themen “Monte-Carlo Methode” und ”Lineare Optimierung”
kurz erldutert. Zur Monte-Carlo-Methode sei zum genaueren Lesen auf das sehr gehaltvol-
le Buch des sowjetischen Mathematikers .M. Sobol “Die Monte-Carlo-Methode” (deutsche
Ubersetzung z.B. vom ”Deutschen Verlag der Wissenschaften”, Berlin 1971) verwiesen.
Beschreibungen zur Losung linearer Optimierungsprobleme findet man in den im Buch
zitierten “Numerical Recipes” oder z.B. in der Monographie “"Methoden und Probleme
der Unternehmensforschung” von Sasieni, Yaspan, Friedman (deutsche Ubersetzung
"Physica-Verlag”, Wiirzburg 1965).

Die Quelltexte der in diesem Anhang angegebenen Programme sind in den
Aufgabenlosungs-Files zu finden.
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Monte-Carlo Methode

Im Folgenden soll die Monte-Carlo Methode am Beispiel der Berechnung eines bestimmten
Integrals erldutert werden.

Soll irgendeine unbekannte Grofle m berechnet werden, dann versucht man eine Zufalls-
grofe ¢ zu finden, fir die der Erwartungswert der Beziehung

E[f]=m

geniigt. Die Varianz (Dispersion) sei V[¢] = b% Sind nun &, &, . .., x unabhidngige Zu-
fallszahlen, deren Verteilung mit der von ¢ tibereinstimmt, und ist N hinreichend grof3,
dann gilt

N

b

P{% 2 ljgj —m| < \j’—ﬁ} ~ 0,997 . ©)
J:

D.h. man kann das Integral durch den Mittelwert ndherungsweise berechnen, also

1 N
Izﬁj;gj,

und man hat durch
3
VN

eine Fehlerinfomation im Sinne der Beziehung (3).

Die eben beschriebene ndherungsweise Berechnung einer unbekannten Grofie soll nun am
Beispiel der Berechnung des Integrals

b
I:/ g(x)de . 4

Sei p¢ () eine beliebige Verteilungsdichte, die in dem Intervall ]a, b definiert ist, mit den
bekannten Dichteeigenschaften

b
pe(r) >0 (a <z <b), /pg(:ﬂ)d:n:l.

Mit der im Intervall ]a, b definierten Zufallsgrofie ¢ mit der Dichte p¢ fithren wir die Zu-
fallsgrofse

~_g(©)

7= 1e(®)

ein. Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist nun die Beziehung

b b
E[n]:/ npg(:v)dw:/ 9(z) pe(x)de =T

pe()
bekannt. D.h. man kann das Integral I durch die Beziehung

1 1 < g(&)
— = — ~ I
N;m N;ps(@)
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mit &, &, . .., {n unabhdngigen Zufallszahlen aus dem Intervall ]a, b], deren Verteilung mit

der von ¢ iibereinstimmt, berechnen. Der Fehler {ibersteigt dabei den Wert 3 % mit

grofler Wahrscheinlichkeit nicht.
Die einfachste Wahl von p¢ () ist offensichtlich

1

_a‘

pe(z) = 5

Man kann aber leicht zeigen, dass die Varianz V'[n)]

b2
g9°(z) 2
Vn:En2—En2:/ de — I
] = E[] = (En)) . pe@)
dann minimal wird, wenn p¢ (x) proportional zu |g(z)| ist. Wir werden beim nachfolgenden
Beispiel sehen, dass sich die Wahl einer geeigneten nichtkonstanten Dichte p¢ (x) durchaus
lohnt.

Beispiel:
Es soll das Integral

w/2
/ sin x dx
0

berechnet werden. Wir setzen das Vorhandensein einer zwischen 0 und 1 gleichverteilten
Zufallsgrofle v voraus. Uber die Beziehung

13
/ pe () dz = (5)

bestimmt man eine Zufallsgrofle ¢, die im Intervall Ja, b[ mit der Dichte p¢(z) verteilt ist.
Mit der konstanten Dichte

2

ergibt sich im Beispielfall gemafs (5) aus

3 €9
/ pg(x)dx:/ —dr =~
0 o T

die in ]0, Z[ mit der Dichte p¢(z) = 2 verteilte Zufallsgrofe

_orm
¢=2.

Mit dem Programm

# Programm zur Berechnung des Integrals \int_0™Mpi sin(x) d X
# mit der Monte-Carlo-Methode

# input: z, Feld von nsamples Zufallszahlen

# output: integral genaeherter Integralwert, fehler

# Aufruf: [integral,fehler] = montecarlol(z,nsamples);

function [integral,fehler] = montecarlol(z,nsamples);

dichte = 2/pi;

mw = O;

var = 0;
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for j=1:nsamples
xi = pi*z(j)/2;
mw = mw + sin(xi)/dichte;
var = var + (sin(xi)/dichte)"2;
endfor
integral = mw/nsamples;
fehler = sqrt((var/nsamples - integral*2)/nsamples);
# Ende des Programms

wird die ndherungsweise Integralberechnung mit der konstanten Dichte realisiert. Wahlt
man nun die Dichte

pg(:ﬂ) = F )

von der als Ubung die Dichteeigenschaft gezeigt werden sollte, dann erhilt man gemas (5)

aus
8z

die in ]0, 5[ mit der Dichte p¢ (z) = 2% verteilte Zufallsgrofe

™

§=5V7-

Im folgenden Programm ist die Integralberechnung des Beispiels mit der nicht-konstanten
linearen Dichte pe (z) = 2% realisiert.

# Programm zur Berechnung des Integrals \int_0"{\pi/2} sin (x) dx
# mit der Monte-Carlo-Methode und einer nicht-konstanten D ichte p = 8x/pi"2
# input: z, Feld von nsamples Zufallszahlen
# output: integral genaeherter Integralwert, fehler
# Aufruf: [integral,fehler] = montecarlo2(z,nsamples);
function [integral,fehler] = montecarlo2(z,nsamples);
mw = 0;
var = 0;
for j=1:nsamples
xi = pi*sqrt(z(j))/2;
dichte = 8*xi/pi"2;
mw = mw + sin(xi)/dichte;
var = var + (sin(xi)/dichte)"2;
endfor
integral = mw/nsamples;
fehler = sqrt((var/nsamples - integral*2)/nsamples);
# Ende des Programms

Die Anwendung der Programme zeigt den Vorteil der Verwendung der linearen Dichte
pe(z) = 2%, die zwar nicht proportional zur Funktion g(z) = sin  ist, aber einen dhnlichen
Verlauf hat. Mit den 10 Zufallszahlen 7, ..., v10

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v; 0865 0,159 0,079 0566 0,155 0,664 0,345 0,655 0,812 0,332

erhélt man mit der konstanten Dichte (Programm ”“montecarlo1”) den Naherungswert
I ~0,95179
und mit der linearen Dichte (Programm ”“montecarlo2”) den deutlich genaueren Wert

I~ 1,0160.
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Zu der beschriebenen Methode mit einer nicht-konstanten Dichte ist der Aufwand der Be-
rechnung von ¢ ausgehend von v tiber die Beziehung (5) zu berticksichtigen. Dieser sollte
sinnvollerweise nicht zu hoch sein, d.h., die Dichten sollten nicht zu kompliziert sein oder
eben konstant, falls man keine geeignete Dichte fiir die zu integrierende Funktion findet.

Die fiir die Integralberechnung beschriebene Monte-Carlo-Methode ist aber nur dann Qua-
draturformeln vorzuziehen, wenn es sich um mehr- oder hochdimensionale Integrale han-
delt. Denn im Fall von Mehrfach-Integralen ist die Realsierung von Quadraturformeln un-
geheuer aufwendig, wiahrend die beschriebene Monte-Carlo-Methode sehr einfach zu im-
plementieren ist.



58 Appendix

Lineare Optimierung

Die lineare Optimierung oder auch lineare Programmierung hat die Bestimmung von Ex-
tremwerten (wir betrachten hier die Suche nach einem Minimum, den Fall der Suche eines
Maximums erfasst man durch die Suche nach dem Minimum von — f(z1, 2, ..., z,)) einer
linearen Funktion

floy, @z, 2n) = Y wic; =min!  (¢; € R) (6)
k=1

unter Beriicksichtigung von Nebenbedingungen der Form

T1aj1 + T2a52 + o+ aTpay <Oby (F=1,..0,ma) )
T1aj1 + Taajz + -+ Tpaj > by (J=mi4+1,...,my +my) (8)
Tiaj + Taajy + -+ Tpajn, = by (J=m1+me+1,...,m1 +my +ms), )
zum Ziel, wobei z; > 0, b; > 0(j = 1,---,m = mi + ma + mg) gefordert ist. Mit der

Einfiihrung sogenannter Schlupfvariablen

Tt 1, Tnt2s - - Tntmyg+ms > 0
kann man das Problem (6), (7)-(9) in der Form

n+mi+ms

f(xla:UQ;---;wnawn+1a---a$n+m1+mz) = Z Tic; = min! (10)
k=1
(ci € R,cpt1 =+ = Cntmi+m. = 0) mit den Nebenbedingungen
Tiaj1 + T2y + -+ TpQjn + Tjngg = b 5 =1,...,my, (11)
1051 + T2aj2 + -+ Tpljn — Tjntmi+j = 05,5 =my +1,...,m; +my (12)
T1a51 + X2a52 + - + Tpljp :bj ,J=m1+mo+1,...,m1 +ms+ ms, (13)

aufschreiben. Mit den Verabredungen N = n + my + my und M = m; + my + ms und

f:(xl,$2,...,$N)T, 6:(Cl,...,cn,o,...,O)TERN, g:(bl,...,bM)T
und der Koeffizientenmatrix A vom Typ M x N des Gleichungssystems (11),(12),(13) kann

man das Problem (10),(11),(12),(13) in der kompakten Form

f(@ =T - &= min! (14)
AZ=1b (15)
#b>0 (16)

aufschreiben. Dabei bedeutet @ > d bzw. A > D, dass die Vektor- bzw. Matrixkomponen-
ten von @ bzw. A grofier oder gleich denen von d bzw. D sind.

Die Nebenbedingungen (7)-(9) bzw. (11)-(13) beschreiben ein konvexes Polyeder des RM,
das durch Hyperebenen berandet ist (jede Gleichung (11), (12) oder (13) beschreibt eine
Hyperebene im RM ). Es lasst sich zeigen, dass lineare Funktionen der Form (10) bzw. (14)
ihre Extremwerte in den Ecken des Polyeders (oder auf Randfldchen, falls die Ebenenschar
Z-C =1, v € R parallel zu einer Randfldche des Polyeders ist) annehmen. Hat man eine
Ecke des Polyeders, d.h. eine nichtnegative Losung # der Gleichung

A =b
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gefunden, kann man sich auf den Polyderkanten bewegen und priifen, ob der Wert der
Zielfunktion fillt oder nicht. Wird der Wert auf samtlichen Kanten, die in der betreffenden
Ecke beginnen, grofier, dann ist man fertig und hat das Minimum gefunden. Anderen-
falls muss man zu einer anderen Ecke wechseln, die einen kleineren Funktionalwert ergibt.
Dabei sucht man sich die Kante aus, auf der der Funktionalwert am stiarksten fillt. Eine Po-
lyederecke #, d.h. eine nichtnegative Losung des Gleichungssystems (15) nennt man auch
zuldssige Losung oder Basislosung. Diese Methode des systematischen Suchens der opti-
malen Ecke nennt man Simplexverfahren.

Beschreibungen des Simplexverfahrens findet man z.B. in den Monographien von Sasie-
ni, Yaspan, Friedman “"Methoden und Probleme der Unternehmensforschung” (Physica-
Verlag Wiirzburg 1965) oder in den grundlegenden Biichern von H. P. Kiinzi.

Bestimmung einer Basislosung
Hat man es bei den Nebenbedingungen nur mit Bedingungen der Form (11) zu tun, dann
sieht man sofort, dass

= (0,0, e ,0, Tin+1yL2n+2y - - ,$m1n+m1)T = (0,0, e ,0, bl, bz, ey bml)T

8

eine Basislosung ist, mit der das Simplexverfahren gestartet werden kann. Zur Bestimmung
einer Basislosung des allgemeinen Problems (14), (15), (16) formuliert man ein Hilfspro-
blem der Form

9(5737)2111 +y2-|-----|-yM:min! (17)
AZ+ 9 = l; (18)
74,60 (19)

mit einem Hilfsvektor 7 = (y1,92,-..,ynm)? € RM. Die optimale Lésung des Problems (17),
(18), (19) ist offensichtlich (#,7) = (Z,0) mit der nichtnegativen Losung & des Gleichungs-
systems (15), falls das Gleichungssystem (15) eine nichtnegative Losung hat, wovon wir
ausgehen. D.h., mit der optimalen Losung des Problems (17), (18), (19) hat man eine Basis-
16sung & des eigentlichen Ausgangsproblems (14), (15), (16) bestimmt.

Diese Uberlegungen fiihren dazu, dass man die Losung des linearen Optimierungspro-
blems in 2 Schritten ermittelt.

1) Man bestimmt die optimale Losung des Hilfs-Problems (17), (18), (19), fiir das man
eine triviale Basislosung hat, mit dem Simplexverfahren. Im Ergebnis erhélt man eine
Basislosung des eigentlichen Ausgangsproblems (14), (15), (16).

2) Mit der im 1. Schritt bestimmten Basislosung # bestimmt man mit dem Simplexver-
fahren die optimale Losung des Ausgangsproblems (14), (15), (16).

Im folgenden Programm von Bjorn Harzer (Stuttgart 1995) ist die beschriebene Methode
implementiert.

# Programm zum Simplexverfahren der linearen Optimierung/ Programmierung
# Berechnet die Loesung X eines linearen Programms in der Sta ndardform (*)
C’X -> min (Zielfunktion)
A*X=B
X>=0
B>=0

Eingabe: A = m x n - Matrix
B m - Vektor

C = n - Vektor
Ausgabe: X = n - Spaltenvektor

H o HH R HHH
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# Aufruf: X=simplex_o(A,B,C)
function X=simplex_o(A,B,C);
# 19.6.95 Bjoern Harzer
eps = 1.0e-10;
[m,n] = size(A);
B():
Ce)
length(B);
length(C);
~=m | c~=n)
disp(error in format’);
return
endif
# Eine Basisloesung des Problems (**)

ocoTOw

Sy

=

#  y@)+..+y(m) -> min

# A*X+Y=B

# X,Y>=0

# ist [X;Y] = [0;B]

Il = n+l:n+m; # Indexmenge

X = B; # Basisloesung

U = eye(m); # Inverse zu a(:,Il)

¢ = [zeros(n,1);ones(m,1)]; # Schlupfvariablen einfuehre
a = [Aeye(m)];

# Phasel: optimale Loesung von (**) bestimmen

K = Lin+m; K(Il) = 0*ll; K = find(K~=0);
D = c(K)-a(:,K)*U*c(ll);
while any(D<-eps)
disp('Phasel’);
[min1,k]=min(D);
k=K(k);
Z=U*a(:,k);
ZI=find(Z>eps);
P=X(21).12(21);
[mind,]] = min(P);
=i);
Uneu=U(ZI(l),:)./Z(ZI(I));
U=U-Z*Uneu;
U(zI(1),:)=Uneu;
Xneu=X(ZI(1))./Z(ZI(1));
X=X-Z*Xneu;
X(ZI(l))=Xneu;
1zI(1))=k;
K = L1:n+m; K(ll) = 0*ll; K = find(K~=0);
D = c(K)-a(;,K)*U™c(ll);

endwhile
# Phase2: optimale Loesung von (**) gleich Basisloesung von
# nun optimale Loesung von (*) bestimmen

K = 1:n; K(I) = 0*ll; K = find(K~=0);
for jj=1:length(ll)
if (11(jj) > length(C))
disp('Problem nicht loesbar, Nebenbedingungsmenge ist le

X =1
return
endif
endfor

D = C(K)-A(,K)*U*C(ll);
while any(D<-eps)
disp('Phase2’);
[min1,k]=min(D);
k=K(Kk);
Z=U*A(;,K);
ZI=find(Z>eps);
if isempty(Zl)
X=inf*C(2);

)

erl’);
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disp(‘Zielfunktion unbeschrankt!’);
return
endif
P=X(zl).12(21);
[minl,l] = min(P);
=neiq);
Uneu=U(zI(l),:)./Z2(ZI(1));
U=U-Z*Uneu;
u(zlI(l),:)=Uneu;
Xneu=X(ZI(l))./Z(ZI(1));
X=X-Z*Xneu;
X(ZI(l))=Xneu;
11(ZI(l))=k;
K = 1L:n; K(l) = 0*ll; K = find(K~=0);
D = C(K)-A(;,K)*U=C(ll);
endwhile
Y =X,
X = zeros(n,1);
Xy =y;
# Ende des Programms

Als erstes Beispiel betrachten wir das Problem
f(ml,fﬂz) = 1z, — 3z, = min!
—xr1+xy < 1

3
15614—372 S 3.

Als Eingangsparameter fiir das Programm simplex_o.m ergeben sich

1
1110y, (1 -3
“‘(%101)’ _<3)’c_ 0
0

Der Aufruf
X = simplex_o(a,b,c)
liefert das Ergebnis
z, =1,14286, x = 2,14286

sowie w3 = x4 = 0. Bei der Eingabe von “a” und ”“c¢” muss man immer darauf achten, dass

die Schlupfvariablen auch berticksichtigt werden.
Als zweites Beispiel betrachten wir das Problem

f(z1,22,23) = 2x1 + x2 — 3wz = min!
201 +3z2+ 23 <3
Ty — X2+ 223 < 2
T1+x2o—23 > 1.

Als Eingangsparameter fiir das Programm simplex_o.m ergeben sich

2 3 110 0 3
a={1-1 201 0}),b=12],
1 1 -100 -1 1

2
1
-3

o O O
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Der Aufruf
X = simplex_o(a,b,c)
liefert das Ergebnis
r1=0, x2=1, x3=0

sowie xgy = xg = 0, x5 = 3.
Als letztes Beispiel betrachten wir die lineare Optimierungsaufgabe

fwy, w2, 23) 21 + 3x2 + 23 = min!

2$1+3$2+$3 S 3
$1—$2+2$3 S 5
r1+ Ty —2T3 = 1.

Als Eingangsparameter fiir das Programm simplex_o.m ergeben sich

1
2 3 110 3 3
a=11 -1 201 |,b=1|5],c=] 2
1 1 -1 0 0 1 0
0
Der Aufruf

X = simplex_o(a,b,c)
liefert das Ergebnis
561:]., CUQZO, 563:0

sowie ry = 1, x5 = 4.
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Errata

1) Fehler beim Satz des Manuskripts und Prazisierungen von Abbildungen
auf Seite 5, die Zeilen 10,11,12 sind zu ersetzen durch

<r. (1.10)

Die Zahl 7 heifst relative Genauigkeit im jeweiligen Gleitpunkt-Zahlensystem oder auch

Maschinengenauigkeit. Mit 7, = rd(”% findet man mit

auf Seite 46, Abbildung 3.4, bzw. auf Seite 258, Abbildung 9.17

2) In der Tabelle auf Seite 112 muss bei der Spline-Interpolation als Vorteil notiert werden,
dass diese einen kleineren Berechnungsaufwand als bei der Polynominterpolation erfor-
dert, und dass ein Nachteil darin besteht, dass man nicht extrapolieren kann.

3) Sonstige Fehler
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Seite Zeile Text im Buch zu ersetzen durch
2 8 ...Zahl b zu,... ..Zahl b > 2 zu,...
2 13 ...Mantisse von a... ...Mantisse von z...
4 lvonunten  ..c;277]pV... cib 9N ...
4 4vonunten  ..=01pV+L, = 0,1V,
4 10 . PR
7 18 vonunten ..=sinz(1+ 7). = (sinz)(1+ 7).
10 9 — A-tare _ — Azdar, _
10 5 von unten Z = x; — I 2= x; -
10 3 von unten w2€p + Ty, w26 + Ty,
11 2,3,4,6,7 7 . e
11 3 T2 ..x372... (zZweimal)
13 9,8 vonunten ..Matrixmultiplikation... ...Matmx—Vektor—Multiplikation...
14 2 ...maxj:17,,,7n ZZ:I |aij | ...maszlv,”,n ZZ:I |akj |
14 4 JmMax;— 17 n Zz 1 |ai]’| ...maxi:L n Zz 1 |aik|
1 s [ < B < comnlfl = e ) < IR < onaco
16 14 von unten HH;HH H:”
17 7 von unten < % < ‘ﬁ;lxl < |arclfa|m‘ . Ii‘;‘wl
19 2 ...hochstens s... ..bis zu s...
24 13 ﬁi = ﬁi - [.;j: - éi éi = ﬁi - g;: - éj
25 12 ...rithmus ergibt ...rithmus (ohne Pivot. ausgefiihrt) ergibt
28 15(zweimal) Li'Li',...L7" Lyt Lt Lt
29 6,7 ...mit einem evtl. vorzuschaltenden ...mit evtl. vorzuschaltenden
Zeilenwechsel mit Zeilenwechseln mit P als
einer Permutationsmatrix P... Produkt von Permutationsmatrizen...
29 13 ...eine Permutationsmatrix P... ...eine Matrix P als Produkt
von Permutationsmatrizen...
29 11 von unten  ...die Permutationsmatrix P ...die Matrix P...
1 0 0 1 0 0
30 2 LR:=| %+ 1 0 |. LR:=| %+ 1 0
( i 4 1 ) ( i 4 1 )
4 11 2 11
1 0 0 1 6 1 0 0 1 1 6 1
30 4 ...(001)(232)... ...(100)(232)...
010 4 2 1 010 4 2 1
31 10 von unten  ...die zugehorige Permutationsmatrix P  ...die Matrix P als Produkt
von Permutationsmatrizen
32 5 bis 11 streichen und ersetzen durch b=b(z);
32 11 von unten  der Permutationsmatrix P... der Matrix P
32 11 von unten ..mitP = P! .mitP ! =PT
32 9 von unten PPA=PLR— A=PLR PTPA=P'LR= A=P"'LR
32 8 von unten alsoist Lp = PL alsoist Lp = PTL
33 13 von unten l12 = (111/111 112 = (112/111
37 nach 18 # mit einer schwach diagonal
einfligen # dominanten Koeffizientenmatrix
46 10 Hl(_il = ’751 Hl(_il = :F’}/é’l
46 Abb. 3.4 ..von @ zu vé) ..von @ zu Fyé
46 1 von unten [lal| ||d1]| (zweimal)
50 12vonunten ..zi,...x, haben..zji, ..., xjp... @ = (x1,...xy) haben...&; = (xj1, ..., Tjn)...
50 9 von unten i R R =1,...,n).. i R 5 R =1,...,n)...
50 7vonunten  ..f(z1,...,Tp) = oo + Tpon(Tn).. S (@) =710 +r101(D) -|- SRR rntpn(")
50 3 von unten ..Identitdten o (z) = z,k=1,...,n)...  ..Funktionen ¢ (%) =z (k = 1,. )
50 2 von unten wetrior(@r1) + - F T (Ten) = Yk w101 (Z1) + - F Ten () =
1 pi(zn) en(z1n) L (@) - en(d)
50 1 von unten 1 pi(w21) on(T2n) L pi(@2) .. on(d2)
L pi(zme) en(Tmn) L pi(@m) on(Tm)
51 8 ...f(mkl,xkg,...,mkn) f(fk)
51 9 w11 (Tp1) + - F Tren(Ten) w11 () + oo+ Ton ()
54 6 ..Iyp p x p sowie ..Typ m x m sowie
54 10 orthogonale Transformationen orthogonalen Transformationen
55 2vonunten  forj=lp for j=1+1:p
65 10 von unten (i, 2) =... (U, 2) ~...
65 9vonunten  firalle k£ > 1, also gilt auch fur gentigend grofie k£ und es gilt
68 10 ...ein Eigenwert der... ...ein Eigenvektor der...
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Seite Zeile Text im Buch zu ersetzen durch

79 2 von unten ..0(n)... O(n?) (O(n) fiir symmetrische Matrizen)...
84 9,10,11,12 stattc;...co ... C3 cp...C1...C2

84 8,9,10 von unten statte;...ca...c3 co...c1...c2 (je zweimal)

85 10 von unten detV = Hfz;;o(xz — ;) det V' =T]pcicjcn (@i — z5)

88  3inFormel (54) .j#j. g A

89 6 von unten ...,u(()o.. .,u(()o)... (dreimal)

93 12 T = Ty ergibt die... o = Ty die...

93 20 ] minj:07,,,7k Tj,MaX;—0,... k IJ[ ] minjzow'm Lj,MaX;=0,...,n x][
95 12 von unten ...Extremalstellen...T},(x) ..Nullstellen...T}, 11 (z)

95 10 von unten .cos(h). ...COS(%W)

96 10 -5, —4,829, -4,330, -3,535, -2,5,-1,294, 0, 1,294..., 5 -4,963, -4,675, -4,114, -3,315, -2,323, -1,196, 0, 1,196,..., 4,963
97 10 wf(@) = fzo)+... o f(@) = f(zo)+-..

98 15 pa(w) = p3(x) =

98 13 von unten ...vom Grad 4,... ...vom Grad 3,...

98 12 vonunten ~Pa(®o) = yo,Py(x1) =y, P (1) = y3  -.ps(@o) = yo,P5(71) = y1,P5(x1) = ¥y
98 10 von unten ---p4(330) = Yo~ pa(r1) = Y1 ---p3(ﬂfo) = Yo~ p3(x1) = Y10

98 9 von unten py(z1) = yl ph(zy) = yl

98 8 von unten P () = P (x) =

102 3 ...O(h) y ...O(h )..

1025 O(h3)... ..O(hY)...

106 4 o= Bihi+... w=a; + Bihi+...

106 18 ...lhi(2mi + mi+1) . %hz(mz + 2mi+1)

106 20 . .—hi,1(2mi,1 + mz) . .—hifl(mifl + 2mz)

106 10 von unten wghici(2miy +my) =... weghici(mig + 2mi) =...

114 14 k=2" k=27 qgeN,.

115 2 von unten g = e"t% =... W = e‘i 5 =...

121 10/11 Im folgenden... werden wir zeigen... Im ..wurde gezeigt...

121 7 von unten ..< 212 < To9...< TNQ--- .< T3 =T20...< TN-_-12 = TNQ---
121 7 ~1-2+1-2,5=4,5 ~(3—1)[§-1+§-2]=3

123 8 von unten wp f(zg)... ww; fag)...

124 10 von unten —(b-1) Z?: w; f () w.—(b—a) Z?:o w; f ()

124 6 von unten Pm () bis... By [pr]... p(z) bis...Ey,[p]...

128 7 T1p < T20 Tip = T20

128 8 (j=0,...,N (j=1,...,N)

129 17 gelten, wobei... fur ungerades n gelten, wobei...
133 14 +575]T T

133 15 — 3] =)

134 4 von unten 5,3 w=cd;; (c€eR, ¢>0)

136 12,15 W O

145 14 z,2 € A z1,22 €D

147 7 {z]]1§ — 7| < €} {z ||z —Z| < €}...

160 4 von unten gilt |[SZ||r < 1,... -gilt||S]lr < 1,...

160 11 von unten ...auch a) gilt. ...auch b) gilt.

160 19 ..von S. .vonSmit0<e<1—|\|furi=1,..,r
160  18in J; 1jeweils zu ersetzen durch €

160 23 ...ist, ...ist, und der Wahl von ¢

161 8 ...fur die Iterationsmatrix S (7.25) gilt... bzw. S Konvergenz folgt...

161 7 von unten Z—if — Z—if (bei allen Matrixelementen)
163 4 iy Ay iy Qi - - - G 7 O Qiiy Qi iy Bini - - - iyj 7 0

182 4 von unten B S B 7

182 3 von unten b = BEC Who =8t

183 13 h = (z — xo) /... h=(z — x0) [k

184 12 von unten @(wk,yk,h) ... @(wk,yk,yk+1,h) ...

190 16 von unten +bllkl;)1) +bllk7€1)

193 10 von unten Y (o). LY (o) = e

193 7 von unten w1 ()Y 4 ag(2)y.. iy 1 (T + -+ ap(T)vy ...
194 3 von unten Ly(z)de =... wLg_1(x)dz =...

246 11,12 jeweilige Multiplikation der Summanden rechts mit Ay

246 13,14 jeweilige Multiplikation der Summanden rechts mit Az

246 15,16 insgesamt... eine Starkung der Hauptdiagonalelemente

und im Fall eines konstanten Vektorfeldes

7 = (u.v)! insgesamt...



