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Kapitel 1

1) Nachweis mit vollstdndiger Induktion

Induktionsanfang n = 2

(1+a1)(1+a2) =1+aj; +as+ajas >1+ay +as,daajas > 0ist.

Induktionsschritt n = n + 1

Die Aussage gelte fiir festes n. Die Giiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.

(I+a)(14ag)----- I+an)>14+ (a1 +as+-+ay) =

(I+a)(I+ag)--- (T4 an)d+ans1) > [+ (a1 +az+ -+ +an)|(1 + any1) =

L+ (a1 +az+- 4+ an+anp1) +a1ang1 + -+ ananer > 1+ (a1 + a2 + -+ an + any1),
daajans1 + -+ + anapsr > 0ist.

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

2) Nachweis mit vollstandiger Induktion

Induktionsanfang n = 2

(1 — al)(l — CLQ) =1- (CLl + CLQ) +ajas >1— (CLl + QQ), da ajas > Oist.

Induktionsschritt n = n + 1

Die Aussage gelte fiir festes n. Die Gtiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.

(I-a))(l—ag)----- (I—ap)>1—(a1+as+--+ay,) =

(I—a)(d—az) - (I—an)(d = ans1) >[I = (a1 +az+ -+ an)/(1 = ang1) =
l—(a1+as+ - +an+ant1)+01anp1+ -+ ananpn >1— (a1 +as+ -+ an + ang1),
daaja,iq1+ -+ apapyr > 0ist.

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

3) Falls a > 0 ist, ergibt sich die Beziehung bei n = 2 als Spezialfall a;, = a, k = 1,...,n,
von Aufgabe 1). Falls —1 < a < 0 gilt, erhdlt man die Ungleichung fiir n > 2 als Spezialfall
ar = —a, k =1,...,n, von Aufgabe 2). Die Fillen = 0,1 (¢ > —1)unda=0(n =0,1,...)
sind unmittelbar klar.

4) Nachweis mit vollstandiger Induktion

Induktionsanfang n = 0

_ 1—a®tt
1= 10 g

Induktionsschritt n = n + 1
Die Aussage gelte fiir festes n. Die Giiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.

1_gntt
l+a+a®+ - +a" +a"+ =150 4 gl =
1_an+l+an+1(1_a) _ 1—a"+1+a"+1—a"+2) _ 1—gnt2

Damit istlagr Induktionsbeweil; erbracht. o
5) Lésungsmenge der Ungleichung |z — 5| < 1, kritische Punkte z =0, z =5
Az >5lr—5<l«= (z-br=2-br <l
:v2—5x—1:(x—%)(1'—5_27‘/E)<0<:>%<5§x<5"'7%/E
b)0<z<bilz—5<l=s—(z-Fr=-2’+br<l+=
22 =5+ 1= (z— E2) (2 - 5=2) 5 0= 0 < o < B2y 521 <y < 5
Az <0z —5<l<—(z-5r=-2’+br>1<

)

2?2 —5r+1<0+ (v — 5+y21 (x — ﬂ) < 0 < fiir kein = < 0 erfiillt.
Losungsmenge:

2

57\/ﬁM5+\/ﬁ 5429
2 2 2

L =)0, [
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6) Die Ungleichung 22 + 6z + 2 > 0 ist wegen
224 6x4+2=(x— (=3+VT)(x—(=3—-V7))firz<-3—-V7IV-3+V7<z

erfillt. Die Ungleichung |« + 3| < 4 ist flir z € [-7,1] erfiillt.
Losungsmenge des Systems:

L=(-00,-3-V7U-3+V7,00)N[=71] =[-7,-3 - V7[U] —3+V7,1].

7) Gegeben z = £23=50 esist e’ =
94 V(s e 1 9 4 iV(3 — di 8itd
Lo QHOEH3=50) Lo g gy 2 BFDB 4D 6+3i-8i+4_,
(2—19)(2+1) 5 5 5
8) Gegeben z = ¢! + I es st T = cos(3) 4 isin(3F) = —@ +i3
z:f§+i1+273171 _ 1-V3
2 2 2 2
9) Gegeben z = 2+ 2v/3i, |2| = V4 + 12 = /16 = 4
2v/3 iz
Argz = arctanT\[ = arctan v/3 = g — 2 =24 2V3i = 4¢'5 |
10) Zu losen ist 2* =4, i = ¢'3 = ! (53+2k™) | c 7.
2p = " FH2M/A — i(FHRE) L —=01,2,3.
11) Man findet mit z = —2 eine Nullstelle von p(z). Die Nullstellen von p(z) bilden ein
regelmafiiges Flinfeck und liegen auf einem Kreis mit dem Radius 2 um den Ursprung. Es
ist z° = —32 = 32¢'™ zu l6sen; mit der DE MOIVREschen Formel findet man

. 2 2
2 = 26/ (FHRE) 2cos(g + k%) +i2 sin(g + k%) k=01234,

und damit die Linearfaktoren (z — zi), k& = 0,1,2,3,4, mit p(z) = Hizo(z — z1). Konkret
ergeben sich die Linearfaktoren

3 3 5 b)
(z—(2cosg+i2sing)) , (z—(2¢05§+i2sing)) , (z—(2cos§+i2sin§)) ,

(z — (2(?087% + i25sin 7%T)) , (z2—(2cos 9% + i2sin 9%)) ,
wobei der dritte Linearfaktor (z — (—2)) = z 4 2 die Nullstelle z = —2 enthalt.
12) Es gilt €™ = cosz + i sinz und damit
(cosz +isinz)® = (') = €"* = cos 3z + isin 3z .
Man erhilt nun
(cosz + isinxz)® = (cos® x + 2i cos xsin — sin® x)(cos x + isin z)
= cos®z + 2icos® rsinx — sin® x cosx + i cos® rsinx — 2 cos xsin z — isin® x

cos® - — sin? z cos & — 2 cos zsin® x + (2 cos?  sin x + cos? x sin z — sin® z)

4cos® & — 3cos® & — 3coswsin® x + i(3 cos® xsinx + 3sin® x — 4sin® )

= 4cos®r —3cosx +i(3sinx — 4sin®2) |

und damit durch Vergleich von Real- und Imaginérteil die zu beweisenden Beziehungen.



Kapitel 2 5

Kapitel 2
1) Fir die Folge (a,,) ergibt sich

i lim | 4 N V3 } 1
im a, = lim =z

sin(n?®)

Es gilt -1 < =222 <
Folge (d,) gilt

1

n

und damit wegen lim,,_, % = 0 auch lim,_.. ¢, = 0. Fur die

n n
nt 2124 1int
2! 3! 2!

0<d,=

Zur Berechnung des Grenzwertes der Folge (b,,) berechnen wir hilfsweise den Grenzwert

der Funktion f(z) = /a + 4, also

und aus lim,,_s o

lim x/m T4 = lim (.’E + 4)1/1’ — lim e%ln(x+4) _ elimmqoo 2 In(z+4) _ eO 1.
Z—00

Tr—r00 T—00

Dabei haben wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion und lim, o < In(z +4) = 0 (Regel
von BERNOULLI-L’"HOSPITAL) genutzt. Damit folgt lim,,_,~ b, = 1.

2) Mit der Regel von BERNOULLI-L'HOSPITAL ergibt sich
o Inz + . 1 . sin(z®) . 32%cos(x?)

li = lim|[-+—=]=0 lim =lim ——~= =0

T—00 x w—)oo[aj Qﬁ] ’ x—0 1‘2 x—0 2x ’
. coS X . —sinz

lim — =1 =

m%% 9~ X m%% —

3) Fiir die Ableitungen (in den jeweiligen Definitionsbereichen) ergibt sich

, cos
r) = —f—,
fi®) 2¢/sinz
fla) = @) = "7y = (" ") (@’ nw) =2 (2wl +2)
£l = (e” 4+ xe®) arctan z — % _ e (14 ) B xe*
3 arctan® arctanz (14 22)arctan®z ’
3
filz) = FVrcosz —x rsinz .

4) Fur die Ableitungen von f(z) = V1 + 22 erhdlt man

1 z / " 1422 - 11+2x2 2\—3 "

() = =3x(1+2%)"3 .
Daraus ergibt sich das TAYLOR-Polynom

2 23

Tr(z) =1+ % und das Restglied Ry(z) = —3¢(1+¢%)72

Fiir z € [0, 1] gilt die Abschitzung

|Ro(x)| = |€(1 + €273



6 Aufgabenlosungen

5) Fur die Kriimmung erhélt man
3

621 6
k(z) = 3 = -
VIS 21+ %
4 4

Die Kriimmung wird maximal, wenn der Nenner n(z) = z*y/1 + 5 minimal wird. Fiir

die Ableitung ergibt sich

3

4 . 4 4 3 4 24 ; 4 20
/ _ 4 /I 3 4 R
@)= @ s V= It s e T e =T et )

mit der nichttrivialen Nullstelle 2o = v/5. Fiir die 2. Ableitung des Nenners errechnet man

4 20 1 24 4 60
" o 3 ’ 2
n'(z) = | 1+E(4x _?3)] 772 —y _?7)+ 1+—x6(12x +T;4)
6
1+ =% 20 4 60
_ z 3 2 _
4 60 240 4822

= 414+ —[122° 4+ = +
x

Fiir ¢ = 2 ergibt sich

i
n'"(z¢) = w/1+520\3/5>07

also wird die Kriimmung an der Stelle 2y = /5 maximal.

6) Es ergeben sich folgende Stammfunktionen
z3 5T — 2
" dr = 94 v 2
/x2+2x—1d$ /[x +x2+2x—1]dx

x? 5 2x + 2 7
SRR PR (R M
2 x+2/x2+2x—1 o /x2—|—2x—1 v

x? 5 7
:—72x+71nx2+2x717/ dx
2 2 | (z = (-14+v2))(z - (-1 - V2))
z? 5 7 1 1
=" — 9%+ -Inl2®+22—1|— / — dx
2 2 | | 2\/5[ [xf(flth/ﬁ) x—(—l—ﬁ)}
x? 5 7 r—(—=1++2)
=" — 9%+ -Inla®+22—1|— In + const. .
2 2 | | 2/2 |x—(—1—\/§)|

/ESI coszdr = e sinx — /363”3 sinz dx

= e Psinz — 3[—e* cosx — /36 (— cosz) dx]
3z 3z 3z
=e’Psinx + 3¢’ cosx —9 | e’ cosx dx —>

1
/ e3® cosx dx = 0 [€37 sin 2 4 3¢3” cos ] + const.
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Die Substitution ¢ = tan § ergibt

1 2 T
—————dx = | ——dt=1In|t+ 1| + const. = In|tan = + 1| + const.
cosx +sinx + 1 2t 4+ 2 2

7) Die Funktion f(z) = 23 hat im Intervall [0, 7] die auf dem Intervall [0, 7%] definierte
Umkehrfunktion g(y) = ¢/, so dass sich das Volumen des Rotationskorpers zu

3

g 3
Ver [ @0y =iyl = i
0 5 5

ergibt.
8) Fiir die Mantelfldche ergibt sich

2 2 2
F:2ﬂ'/ \/4—952\/1—1—419672(137:2%/ 2dx = 8
0 - 0

und zusammen mit der Deckfliche D = 227 erhilt man fiir die gesamte Oberfldche den
Wert von 127 (hier kann man den Wert auch direkt durch Kenntnis der Oberfldche einer
Halbkugel angeben, sofern man die Formel parat hat).

9) Das Integral [ 17+ da konvergiert, da wir die Konvergenz des Integrals [ 1 dx
nachgewiesen haben und ﬁ fiir > 1 eine konvergente Majorante von ﬁ ist. Den
Wert des Integrals kann man {iber die Stammfunktionsberechnung mit einer Partialbruch-

zerlegung erhalten. Moglich ist aber die Nutzung der Residuensatzes (s. dazu Kapitel 10).
Fiir das Integral || 12 —+— dx ergibt sich mit 0 < e (< 1)

2 2

1 1 1 1 1 -1 1.1 1
/ ?dx:f/[ — ]dx:fln|x7|ﬁ+€:flnf—fln c<
1rex?—1 2 iier—1 z+1 2 z+1 2 3 2 2+4¢€

Wegen lim._,o In 3¢ = —oo konvergiert das Integral nicht.
Das Integral

00 2 1 2 3] 2
/ cos® x do — / cos® x dr + / cos® x e

konvergiert, da

cos? x

138 ST fir z€flod

gilt, d.h. wir haben mit ﬁ eine konvergente Majorante gefunden (der Summand fol Clojig‘ dx

ist unkritisch, da es sich um ein bestimmtes Integral einer stetigen Funktion handelt).

10) Zur Berechnung von /5 wird eine Nullstelle der Funktion f(z) = 2% — 5 gesucht. Das
NEWTON-Verfahren ergibt die Rekursionsfolge

22 -5 1
Tn+1 = Tn — ;3&‘ = Q(xn + ;)

zur Bestimmung einer Nullstelle von f(z) = 2% — 5.
11) Fiir die LAGRANGE-Basispolynome L, Lo, L3 erhdlt man (L spielt wegen y, = 0 keine
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Rolle)
- DE-3a-5) _1
(-1 -2)(x—-5) 1
(x—1)(z—-2)(x—-3) 1
LB(I) (5_1)(5_2)(5_3) *ﬂ(xil)(xi2)(x73)v
so dass sich das LAGRANGE-Polynom
() = o.LO(z)+3.%(x—1)(x—3)(x—5)—2&(:5—1)(93—2)(:0—5)“-i(x_n(x—m(x—s)
= (z—1)(xz—=3)(z—5)— %(x —1(x—2)(z—-5)+ 2714@ —1)(x—2)(z—-3)
ergibt.

12) Das Steigungsschema von Seite 184 wird geeignet erweitert zu

Tig3 —Ti | Tiya — i | Tign — T | @ | [l =y | A | [rapn,a] | A | [Zigexipx] | A | [z3zazia)
1 3
1 -1 -1
2 2 2 5 2,5
3 1 4 4 -7 -7/3
2 3 6 -9 -4,5
1 -5 -5
4 1
und man erhalt
[.To] = 3 5 [.Tllﬂo] = 71 s [I'Q.Tlxo] = 2,5 s [l’g.’tz[ﬂll'()] = 75 .
Damit erhélt man das NEWTONsche Interpolationspolynom
p2(z) = [2o] + [z130](z — 20) + [2z120)(7 — 20 ) (2 — 21) + [23722120] (2 — 0) (2 — 1) (7 — 22)

= 3f(xfl)+2,5~(zfl)(x72)fg(xfl)(:cf2)(a:f3).
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Kapitel 3
1) Man findet aufgrund der Berechnungsformel fiir den Wert einer geometrischen Reihe
oo (o)
3.k 1 . 3.k 3 9 27
Syk = =4 a4+ Sy =
2(4) 3 und damit 2(4) ( +4+16) T
k=0 4 k=3
2) Es gilt
— 1 —k+1—k 531 1 :
Z = =) [-———]= lim s,
k(k+1) = k(k+1) =k k+1 nooo
mits, = (1 - 3)+ (3 —3) + -+ (+ — 725) = 1 — 15 Damit ergibt sich
i ! = lim s 1
pt k(k + 1) n— 00
3) Man erhalt
i = %w+1ﬁ71. k+1
P e appa ! koo 2FFIRL T koo o

also konvergiert die Reihe fiir alle z €] — oo, o0
4) Wegen

. ak . 2—1 . v10 /10
p= lim | | = lim | | = lim — = ——
k—00  Qk41 k—oo 1 —1 k—oo 2 2

konvergiert die Reihe fiir alle z mit |z — i| < Y12, Der Konvergenzkreis ist ein Kreis mit

2
dem Radius @ und dem Mittelpunkt zy = 7 in der komplexen Zahlenebene.

5) Fir den Konvergenzradius p gilt 6 > p > 4, weil die Reihe fiir = —4 divergiert, also
| —4—2| =6 > pgilt, und weil die Reihe fiir x = —2 konvergiert, also | -2 —2| = 4 < p gilt.
Deshalb liegt im Intervall [-2,6] Konvergenz, und in den Intervallen | — oo, —4] und ]8, oo]
Divergenz vor.

6) Die arctan-Reihe

% L o2
arctanr = -1
rctan Z( ) 1
k=0
ist fiir z = 1 konvergent, so dass 7 = arctanl = 1 — 1 4+ 1 5 ... gilt. Die geforderte

Genauigkeit erreicht man in jedem Fall, wenn

1

k 5 10° — 3
) 2(7’L ) < 10 also n >

T om+3 2

(=

gilt, also jedenfalls fiir n grofer als 50000.
7) Die ungerade 2m-periodische Fortsetzung ergibt

A(rx —2?) x€[0,7]

fx) = { Z(ﬂ'ﬂ? +a%) xe|-m0]

s
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Die Koeffizienten a;, sind gleich Null und fiir die Koeffizienten by, £ > 1, ergibt sich b;, =
2 [ 4 (rx — x%)sin kz dz. Mit den Stammfunktionen

0
rcoskxr  sinkx
sinkrzdr = —
/xsm x dx - + 12
/JcQsinkxdx _ _xQCoskx+2msinkx+2coska:
B k k2 k3

ergeben sich die Koeffizienten

b §[_xcosk;x sinkx]w_é[_a?cosk;x 2.Z‘Si1’lk‘.%‘+2008kl‘]ﬂ_

Tk k2 0T 7 k k2 R
16

W[l—(—l)k]

und damit die FOURIER-Reihe

16 o= 1—(=1)F | 32 o= sin(2k — 1)z
=) ———sinkr = Y
2 pt k3 i Pt (2k —1)3

fz) =

8) Mit der Stammfunktion [ x sin kx dz aus der vorigen Aufgabe erhilt man fiir die FOURIER-
Koeffizienten by, k > 1

™

2 [z
b, = f/ xsin kx dx
TJ-z

2  xcoskxr sinkx

= G k2

Damit erhilt man die FOURIER-Reihe

o E[Sink% B sin(k(—g))] _ 4sinkj
z g k2 k2 T k2

2

4 o0 . kﬂ
flz) = = 8111222sinkx
k=1
sin[(2n —1)Z 4 & )yt
= —Z @n— 172 2]sin[(n—l ;7; n—l 5 sin[(2n — 1)z] .

Fiir z = 7 ergibt sich daraus

’ﬂ

> ! T 4= (=11 IR e 1
g 2n—1 Sln(?n_]')Q]:77;;2”11)2(_1)” :;;(2,”_1)2

bzw. >, m = %2. Aus der PARSEVALschen Gleichung folgt mit

17 2
—/ Py de =T
T 7% 6

die Beziehung

2 16 1 - 1 7
T —~  und damit - T
6 i (n-1r OO n; 2n— 1% ~ 96
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Kapitel 4

1) Die Determinanten der Matrizen A und B sind mit det(A) = 1 und det(B) = 1+a+b—2ab
mit der SARRUSschen Regel leicht zu berechnen. Bei der Matrix C' erkennt man, dass in den
Spalten die O-te, 1-te, 2-te und 3-te Potenz der Zahlen w = 1, v = 2, y = 3, z = 4 steht, also

1 1 1 1 1 w w? w
1 2 4 8 1 =z 22 2
1 3 9 27 1 v vy y
1 4 16 64 1 z 22 28

Die Determinanten solcher Matrizen nennt man VANDERMONDEsche Determinanten, die
die allgemeine Form

2 3 n—1
1z 2y =z ... o] )
1 xo 2 23 ... U
V = det 2 T2 2 2 1)
2 3 n—1
1 z, z; x T,
haben. Man findet nun
2 3
1 w w w 2 2 .3 3
9 9 3 3 r—w T°—w’ x°—w
det(C) = 0O z—w z°—w® z°—w’ | B 9 9 3 3
et(C) = 2 2 3 3 | =|Yy—-—w Yy wT oy w
0 y—w y —w” y’ —w 2,2 .3_ .3
2 2 3 3 Z— W 25 —w 25 —w

0 z—w 22—w? 22—w
2 2
r+w x4+ rrw+w

y+w y?+yw+w?
zZ+w 22+zw+w2

= (z-w)(y—w)(z—w)

22 + zw + w?
Yy—x y2—x2+yw—ajw
Z—x 2271’2+zw—zw

= (-w)(y—w)(z—-w)

OO = =
&
+
g

2 2
. - _ _ y—x Y —r° +yw—rw
= (@-wly-w)i-w) z—x 2°—2®+ 2w — W

= (E-w)(y-w)(z-w)(y-2)(z-2)

1 y+z+w
1 z4z+w

= (E-w)ly-w)(z-w)(y-2)(z-2)(z-y)

und damit det(C) = (2—-1)(3—1)(4 — 1)(3 — 2)(4 — 2)(4 — 3) = 12. Fuir die Determinante
(1) erhdlt man auf die gleiche Weise

B

V = (CEZ — l’j) .
2) Es gilt
det(B){ =0 far beRN (5] a =5y , b
#0 fiir b= 3, abeliebig,oderbec R\ {3}, a # 55—

3) Fur das Gleichungssystem A;x = b, findet man nach 3 Schritten des GAUSSschen Algo-
rithmus

2 =2 0 3 2 3
-1 2 —-11]-3 <— 0 2 =2 -3
1 0 -1 0 0 0
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damit ist das Gleichungssystem losbar und die Losung hat die Form

T 0 1
y | =1 -2 |+t| 1|, teR.
z 0 1

2 2 1 2 3 2 =2 1 2 3
-1 2 -1 -2|-3 — 0 2 -1 -2|-3
1 0 -1 1 0 0 2 =2 —-1|-3
0 1 3 2 5 0 1 3 2 )
-2 1 2 3 —2 1 2 3
2 -1 =2|-3 2 -1 =-2|-=3
<~ <~

1 0
0 0 13| 13

0 -1 1 0
0 8 5| 13

o oo
oo o
o
|
_

und damit die Lésung x = (0,0,1,1)T.

4) Die Matrix A hat das charakteristische Polynom y4(A) = —A3 + 4A? — 3\ und man
findet die Eigenwerte A\; = 0, A\ = 1 und A3 = 3, wobei man den Eigenwert A\; = 0 auf-
grund von det(A) = 0 sofort ohne Rechnung findet. Die zugehdrigen Eigenvektoren sind
vi =t(1,1,1)T, vy = 5(1,0,—1)T und v3 = r(1, -2,1)T.

Die Matrix B hat das charakteristische Polynom y5(\) = =A% + 3A? und damit den dop-
pelten Eigenwert A\; o = 0 und den einfachen Eigenwert A3 = 3. Zum Eigenwert A3 fin-
det man die Eigenvektoren v3 = r(1,—1,1)7 und fiir \; » erhilt man die Eigenvektoren
vio = s(1,1,0)7 +¢(-1,0,1)T.

Die Matrix C' hat das charakteristische Polynom

xeA) = A =43 4602 —4ax+1=(\—1)*

mit dem vierfachen Eigenwert A = 1. Man findet allerdings nur einen Eigenvektor v; =
t(1,1,1,1)T (X hat die geometrische Vielfachheit 1). Zur Berechnung der Hauptvektoren
vi, k = 2,3,4, ist das Gleichungssystem

(C—E)*vy =0

zu losen. Die kann man allerdings auch sukzessiv tun, indem man die Gleichungssyste-
me (C' — E)vkg = vi_1, k = 2,3,4, 10st, wobei man ausgehend vom Eigenvektor v, zuerst
den Hauptvektor v,, daraus den Hauptvektor vs und schliefillich den Hauptvektor v, be-
stimmt. Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, dass man explizit keine Matrixpoten-
zen berechnen muss. Man erhalt

3 113 7 5 1 3 1)T

=g

ve= (2,1 21 Vf<7§§§ﬁ
ST Ty T, Tl Ry

5) Die Eigenrdume von A aus Aufgabe 4 sind Geraden im R?, die durch den Ursprung
gehen. Sei a ein zum Eigenwert A gehorender Eigenvektor von A, dann ist
E, ={x|x=sa, s e R}

der Eigenraum zu A. Sind x; und x» aus £, dann ist auch die Linearkombination x =
c1X1+caXxg = (c151+c252)a Element von E). die anderen Eigenschaften (neutrale Elemente,
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inverse Elemente) sind offensichtlich. b; = (1,1,1)7 ist eine Basis von Ej,, by = (1,0, —1)T
und bz = (1, -2,1)7 sind Basen von E),, Ey,.

6) Die Bedingung fiir eine Basis (x1, X2, x3) lautet
a1X1 + asXg +a3x3 =0<= a1 =as =a3 =0.

Konkret fiir x; = (0,3,4)7,x2 = (0,4,2)7,x3 = (2,0,1)7 ist das Gleichungssystem

0 0 2 ay 0
340 az | = 0
4 2 1 as 0

zu betrachten. Die Determinante der Koeffizientenmatrix hat den Wert —20, woraus die
eindeutige Losbarkeit mit der trivialen Losung a1 = a2 = as = 0 folgt. Damit ist der Nach-
weis, dass die Ortsvektoren eine Basis bilden, erbracht.

X1

Den ersten Vektor der Orthonormalbasis erhdlt man mit y; = ] = %(O, 3,4)T. Mit

dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungverfahren findet man y; = 1(0,-4,3)7 und y3 =
(1,0,0)7 und hat damit eine Orthonormalbasis (y1,y2,ys) konstruiert. Die Beziehungen
zwischen der Orthonormalbasis und der kanonischen Basis lauten

4

S S NN S
1=Y3 2—5Y1 5}’2 3—5}’1 5}’2,

und damit hat der Vektor (1,1,1)7 die Darstellung

9 1
(1,171)T:1'el+1'ez+1'e3:3')’1*5'}’2+1'Y37
also die Koordinaten £, —1 und 1 beziiglich der Orthonormalbasis.

7) Die Gleichung a1 + asz + azz? = 0 ist fiir beliebige x € R nur erfiillbar, wenn a; = ay =
as = 0 ist. Z.B. kann man die Gleichung fiir die 3 z-Werte 1,2,3 betrachten. Es ergibt sich
das Gleichungssystem

1 11 ay 0
1 2 4 az | =10
1 39 as 0

mit der einzigen Losung a; = ag = a3 = 0.
Fiir pi(z) = 1 gilt |[p1]|> = [, 1% dz = 1. Mit dem Ansatz
g2(x) = p1(x) + Apa(z) =1+ Az
findet man nach skalarer Multiplikation mit p; und der Forderung (¢2,p1) = 0

1 1
q2,p1) = 0= (p1,p1) + A(p2,p1) == A = — = - = -2
(g2, p1) (p1, p1) (P2, p1) (p2,p1) fola:dx

und damit ¢ (2) = 1 —22. Mit der Norm ||g2(x)|| = \/fol(l —2z)2dx = \/ig erhalten wir mit

ro(z) = V3 = 2v/3z den zweiten Vektor der Orthonormalbasis. Der dritte Vektor der Basis

ergibt sich mit dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren zu rs(z) = 1 (-3 4 3z —

3z?), wobei ¢ = \/% gleich der Norm des Polynoms —3 + 3z — 327 ist.
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849) Die Vektor- oder Parametergleichung fiir die Gerade g erhdlt man als Losung des
Gleichungssystems

(10)(2)-0

mit
T 1 -2 —2
y |=10|+r| -2 , a=| -2 |, Pp,=(1,0,0).
z 0 1 1

Fiir den kiirzesten Abstand des Punktes P’ = (1,4,8) ergibt sich
-
_laxBP|_ V0 _ s e
|a| V9

Die HEsSEsche Normalform der Ebene E erhilt man mit f (1L,1L,0)T(z,y,2)T
Fiir die Parametergleichung der Ebene E ergibt sich

T 2 —1 —1
<y>:(0)+s( 1 )+t< 0 ) P = (2,0,0).
z 0 0 1

Fiir den kiirzesten Abstand des Punktes P’ von der Ebene ergibt sich

Il
=
b
Il
s

1 2
— 0P n— = (1,487 —a11)7 - —| = —=.
p= S = 1048 ST - 2 =

Der DurchstoSpunkt der Geraden g durch die Ebene E ergibt sich tiber die Gleichsetzung

1 -2 2 -1 -1
0 | +r| -2 0 1 +t 0
0 1 0 1
2 —1
= 2 1 = 0
-1 0 0
mit der Losung r = ¢t = —%, s = 2. Man erhilt schlieflich mit der Geradengleichung den
DurchstofSpunkt
x 1 -2 s
1
z 0 1 -1

10) Mit dem Betrag des Vektorprodukts der Ortsvektoren von A und B erhilt man den
doppelten Flacheninhalt des Dreiecks

:|0_1>4X@|:‘(_6737_3)T|:\/574:3\/6<:>F:¥

11) Man findet mit (2, %x/g,()) den Fulpunkt des Punktes P;, der zusammen mit Py, P,
und dem Ursprung 0 den Tetraeder aufspannt. Die z-Koordinate von P; ergibt sich aus
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4 = \/ 22 (§\/§)2 +22zuz = 4\/g, da die Ortsvektoren von P; und P; gleich lang sein
miissen. Man tiberlegt sich, dass das Volumen des Tetraeders gerade ein Sechstel des Vo-

lumens des Spats ist, der von den Ortsvektoren von P, P, P3 aufgespannt wird. Es ergibt
sich

1 . 0 1 16v/2
Vr=¢| 2 2v3 0 = 282vE= ==
2 3V3 42

Das Ergbnis kann man auch {iberpriifen, wenn man die bekannte Pyramidenvolumen-
Formel 1Gh mit der Grundfliche G und der Hohe h benutzt.
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Kapitel 5
1) Fiir g und f erhilt man die Ableitungen
1 0 0
21 0 0 cos T ()
f(@1,22,23) = g'(x,y) = 0 —siny | .
0 2x3 O oY peay
0 0 23 y

Die Ableitung der Verkettung ergibt

! 0 0 cosx 0
2sinx 0 0 .
(flg(z,9) = f(9(z,y)g' (2, y) = 0 —siny
0 2cosy 0 oy oy
0 0 2 yer  wew
cosT 0
_ 2sinx cosx 0
N 0 —2cosysiny
2ye2ry 2xe?ry

2) Fiir den Gradienten und die Ableitung ergibt sich
In(wows) + wze®2Tr1%:
% + eT2triTs
% + x16m2+:r1133

0

gradf = bZW. f/($1,$2,$3,$4) = (grad f($1,$(}2,$6'3,33‘4))T

3) Fur die Ableitung ergibt sich

£ (x) — ysinz xsinz xycpsz):fx %<
o= (VT e )

= O
o O
o O
N———
RS
[N ]
SN————
I
N
8 O
N———

4) Fiir den Gradienten und die HESSE-Matrix ergibt sich

yz3 0 23 3y2?
grad f= [ x2° Hy=| 23 0 3z | .
3ryz> 3yz?2 3xz% 6ryz

Damit erhilt man fiir das TAYLOR-Polynom 2. Grades um x, = (1,1,1)”

Tox) = flxo)+ grad f(xo) - (x —x0) + 3 (x — x0)" H(x0) (x — x0)
= 1l+(@-1)+@w—-1)+3(x—-1)

+%[(f€ Dy -D+3@-DE-D+H-D-1)

H3y—DE-1)4+3z-1)-1)+3(z-1)H—-1)+6(z—1)(z—1)]
= 1+@-1)+(y—-1)+3(z-1)
Ha—Dy—D+3x—-1)(z—1)+3@y—1)(z—1)+3(z—1)*.
5) Die Funktion ist stetig partiell differenzierbar an der Stelle (1,1)7. Deshalb ergibt sich fiir
die Richtungsableitung

0f _ A (2 () 2
o s 1= () <f>‘ v
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6) Die Extrema der Funktion f(z,y, z) = xyz sind unter Berticksichtigung der Nebenbe-
dingung g(x,y,2) = +y + z = 105, x,y, z > 0 gesucht. Notwendige Bedingung:

yz+A=0
_ _ zz+A=0
gradL(aj,y,z,)\) - grad (f(x,y,ac) +/\(g($ayaz) - 105)) - O = xy+>\ — 0

r+y+2z=105

Die Kandidaten fiir Extremalstellen sind K; = (z,y,2) = (0,0,105), K3 = (105,0,0), K3 =
(0,105,0) und K4 = (35,35,35). Die Nebenbedingungsmenge ist kompakt, deshalb wird
Maximum und Minimum angenommen, und zwar wird die Funktion an der Stelle K4 ma-
ximal und an den Stellen K, K>, K3 minimal.

7) Zu minimieren ist die Funktion f(z,y,2) = (z — 5)* + (y — 7)? + (z — 18)? unter Bertick-
sichtigung der Bedingung 222 + % + 2? = 1. Die LAGRANGE-Funktion lautet

2
L(ac,y7z,)\):(x—5)2+(y—7)2+(z—18)2—1—)\(23624—%—1-22—1).

Aus der notwendigen Bedingung grad L = 0 folgt das Gleichungssystem

2
2(x —5)+ Mz =0, 2(y—7)+A% =0, 2(z—18)+X22=0, 2x2+yz+22:1
zur Bestimmung der Kandidaten fiir Extremalstellen. Aus den ersten 3 Gleichungen folgt

5 _8 1
Tiroa YT A N TTiea

Einsetzen in die vierte Gleichung ergibt mit

50 N 196 N 324 B
T4+4X+4X2 16 +8\+ A2 14+22+ A2

bzw.

(16 48X + A2) (1 4+ 20 + A?)(1 44X 4+ 4X0%) — 50(16 + 8\ 4+ A?)(1 4+ 21 + \?) —
196(1 4 4\ + 42%) (1 + 21 + A?) — 324(1 + 4\ + 4X?)(16 + 8\ + \?)
= 4N £ 44)05 — 1957\ — 14214)3 — 35369\ — 26400\ — 6164 = 0

ein Polynom 6. Grades fiir A. Die Bestimmung von A als Nullstelle (und den daraus fol-
genden kritischen Punkten (z, y, 2)) ist nur numerisch moglich. Z.B. mit octave (freies, mit
matlab vergleichbares Programm unter linux) erhilt man die Nullstellen

A= —25312, Ay = 21,115, A3 4 = —2,883 +1,442i , A5 6 = —0,518 + 0,094 .

Relevant sind nur A; ». Als kritische Punkte erhélt man schliefilich

) 28 18
P = = = (—0,10076, —1,3138, —0,74038
1 (27372/72) (1+2)\1)4+>\171+)\1) ( ) ) 9 ) 9 )
5 28 18
P o= (z,y.2)=( ) = (0,11566, 1,149, 0,81394) .

1—|—2)\2’4+>\271+>\2

Durch die Berechnung der Funktionswerte an den kritischen Punkten findet man bei P;
ein Maximum M = f(P;) = 446,34 und bei P, ein Minimum m = f(P,) = 353,85, da die
Nebenbedingungsmenge als Oberflédche eines Ellipsoids kompakt ist.
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8) Fiir die Niveaus 1, 3, 1 ergibt sich

727
V1—4da2 —9y2 =1 = 42> +9y°> = 0= N, = {(0,0)}
1
1—4a?—9y? = 5= 42® + 9y* = Z = N, = {(? cost, ?sint), t € [0,2n]}

1 15 V15 V15
V1—da? —9y? = — = 42* +9y* = — = N1 = {(~— cost, 5 sint), t € [0,27]} .

4 16 E 8 1
9) Fiir die Kriimmung der Kurve v ergibt sich
_ @ x5@)] _ 12
K(t) - : 3 - 2 3
78] (9cos?t + 16sin” t)2

Die Ableitung von « ergibt

K/ (t) = —252(9cos® ¢ 4 16sin® t) ™2 costsint

mit den Nullstellen ¢; = 0,t = 7, t3 = 5,t4 = 37” Die Auswertung der 2. Ablei-
tung bzw. die Uberlegung, dass es sich bei der Kurve um den Rand einer Ellipse mit
den Halbachsen ¢ = v/3 und b = 2 handelt, ergibt die maximale Kriimmung bei 3,4
und die minimale Kriimmung bei ¢, t;. Der maximale Kriimmungsradius ist demnach

— 1 _21_9
Rmaw—n(tl)— 2 1

10) Man kann die Untersuchung des Verhaltens der Funktion f aufgrund der Rotations-
symmetrie auf die Untersuchung von f(r) = sinz - €]0,1], f(0) = 1, zuriickfiihren. f ist
stetig im Punkt » = 0. AuSerdem ist f fiir r €]0,1] monoton fallend, da r schneller wichst
q_ls sin r. Daraus folgt, dass die Funktion f fiir r = 0 maximal wird, und fiir » = 1 minimal.
Ubersetzt auf die Funktion f heifit das, dass f auf D im Punkt (0,0) das globale Maximum
1 annimmt, und auf der Kreislinie 22 + y? = 1 das globale Minimum sin 1 annimmt.
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Kapitel 6

1) Auf die erforderlichen Integrationen wird nicht ausfiihrlich eingegangen. Es ergibt sich
ftir die nichttrivialen (y # 0) Losungen der Differentialgleichungen

dy 2z dx 1 2 1
A — - =1 -1 Y=
(a) Y2 /xQ—l y nlz [ +e Y Infz?2 -1 —¢
dy dx c
o) = [ E = wimyl = ~mnfel 4 eo = y =3
ylny z
(c) / dy /2zd$ — ta In(z? + 1) + ¢ = y = arctan(In(z® + 1) + ¢)
= ny =In = arctan(In
c cos?y 21 Yy x c (I x c

dy vV dx 1 1
d P _— ——:2 = —_——
(a) /y [t — L= aErem =y

d d
(€) /sinlyly :/xQ—T-l :>1n|tanh%| = arctan = + ¢

= y = 2artanh(ce®**" ")

d/ d /: . -
(f) / Y / x :>1H|y’+1|—ln|sinz|+60:>{ y =csinz — 1

y +1 = | tanx Y= —coosT — 7+ ¢y
dy dx -
7 = — =1 — 1l =1 —Inlt £
) /y(y_l) /Sinaj nly | —Iny| n| an2|+co
Z _~ —ctan: —y=——"
Y 2 Y 1 —ctan 3

2) Mit u = ¥ findet man

U=

p du dz 1 Inz+te
(o) l—w)u=u+tav' = | — = | —= —=lhr+c= < y=q2—
7’[1,2 T u Inz+c

3—u? 2ud d 1
(b) 4 =u+xu/:>/73f3zz=/§Z>—§IH|U2—1‘ZIH|$|+CO
u=/cz|3+1
= y==ax/clz|3+1

y(l)=2=¢=3

3) Die Transformation u(z) = y~! fiihrt in beiden Féllen auf lineare Differentialgleichun-
gen. Es ergibt sich fiir die Gleichung (a)

, 1 Inx
U ——u=——
T T

mit der homogenen Losung (Separation) uj (z) = ca. Die Variation der Konstanten ergibt

Inz Inzx+1 1
/ = —— = = 1 1 = -
d(x) - = c(x) . = u(x) =cr+Inzx+1= y(z) ey —

Im Fall der Gleichung (b) erhdlt man

1 c 1 T
/ —U = ]_ — = — e = —
v 2" u@) T - 2 y(@) c+ %.r
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4) Fiir die homogene Lsung von (a) ergibt sich das charakteristische Polynom A\ + 2\ + 5
mit den Nullstellen A\; = —1 + 2i, Ay = —1 — 2¢, und damit die homogene Losung y;, =
c1e” 7 cos 2z + coe” ¥ sin 2x. Der Ansatz nach Art der rechten Seite lautet

Yy, = Acos2x + Bsin2z, 1y, = —2Asin2x + 2B cos 2z, vy = —4Acos2x — 4B sin 2z ,
p P P

also

17
—4Acos2x —4Bsin2x — 4Asin2x + 4B cos 2x + 5A cos 2z + 5B sin 2z = - cos2x .

Der Koeffizientenvergleich ergibt die Gleichungen 4B + A = —1T und B — 44 = 0 mit den
Losungen A = —1, B = —2, so dass sich die allgemeine Losung

1
y(x) = cre”" cos 22 + cpe” ¥ sin 2z — 5 cos 2 — 2sin 22

ergibt. Fiir (b) erhélt man mit den Nullstellen \; 5 = 3 & 2 von A? — 6\ + 5 die homoge-
ne Losung y, = c¢1€°® + coe”. Der Ansatz nach Art der rechten Seite lautet aufgrund der
Resonanzsituation

Yp = Axe®, y, = Ae” 4 Axe®, y) = Ae® + Ae” + Aze”
also
24" + Axe® — 6Ae” — 6Axe” + 5Axe” =4e” — —4A =4, A=-1.

Damit ergibt sich die allgemeine Losung y(z) = c1€°* + cpe® — ze®.

5) Fiir (a) ergibt sich das charakteristische Polynom A3 — 4\? + 5\ mit den Nullstellen

A1 = 0, A2 3 = 24 i. Damit erhdlt man das reelle Fundamentalsystem y; = 1, y» = ¢** cos z,

ys = €2 sinz und die allgemeine Losung

2

x) =1 + c2e®® cosx + cze*Tsinx .
Yy 3

Fiir (b) ergibt sich das charakteristische Polynom A% — 4\? + 9\ — 10 mit den Nullstellen
A1 =2, Ao 3 = 1 & 2i, so dass man das reelle Fundamentalsystem y; = €27, yo = e cos 2z,
y3 = e” sin 2z erhdlt. Die allgemeine Losung lautet

y(x) = c16** + coe” cos 2z + c3e” sin 2z .

6) Die Fundamentallésungen implizieren die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
A1 =2, A2 = 0und A3 = 2¢, wobei die Nullstelle \; eine doppelte Nullstelle sein muss, und
mit \3 auch A3 Nullstelle sein muss. Damit muss das charakteristische Polynom in jedem
Fall die Faktoren (A — 2), A?, (A — 24) und (X + 2i) haben, so dass sich

(A= 2)A2(A% +4) = X5 — 201 4403 — 8)\?

ergibt: Die 3 vorgegebenen Funktionen gehoren zu den Fundamentallosungen der Diffe-
rentialgleichung

y(5) _ 2y(4) + 4y/// _ Sy// —0.

7) Mit der Definition von y; := y, y2 := ¢/, y3 := y” erhdlt man das dquivalente Differenti-
algleichungssystem

1 Y2
Y2 = Y3
Y3 3y1 — 2%y — sin® zys + cos x
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8) Fiir das homogene System (a) erhdlt man die Eigenwerte A\; = —1 und A\ 3 = —2. Fiir
A1 ergibt sich der Eigenvektor vi = (1,0,0)” und fiir \; 5 findet man die Eigenvektoren
vy = (—1,0,1)7, vz = (—1,1,0)T. Damit lautet die allgemeine Losung

y(2) = c1e v + coe 2 vo + cze” vy .

Zur Losung des inhomogenen Systems (b) berechnet man zuerst die allgemeine Losung
des homogenen Systems. Man erhilt mit dem doppelten Eigenwert A\; o = 1 nur den Ei-
genvektor v = (1,1)7, weil die geometrische Vielfachheit von \; 5 gleich 1 ist. Als Losung
von (A — 1E)vy = v; bestimmt man mit v, = (1,2)” einen Hauptvektor. Damit ergibt sich
fiir das homogene System die allgemeine Losung

Vi(x) = c1e®vy + c2e®(va + avy) .

Die partikuldre Losung erhdlt man mit der Variation der Konstanten, man erhilt das Glei-
chungssystem

e e(14ua) ) (ci(x)) _ (¥ Y — o () — o
( e (24 ) ) <c;<x> =\ ) T al =), o) =—c.
Nach Integration ergibt sich ¢ (z) = (z + 1)e”, co(x) = —e®. Damit erhdlt man die allge-
meine Losung

y(x) = (1 + (z+ 1)e®)e" vy + (ca — €¥)e® (va + avy) .

9) Mit den Eigenwerten A; = 5, \2 = —1 und den dazugehorigen Eigenvektoren v; =
(1,2)T, vo = (=1,1)T erhélt man fiir das homogene System die Losung y;, = c1e’®vy +
c2e”*vy. Die partikuldre Losung erhdlt man mit der Variation der Konstanten aus dem
Gleichungssystem

651 —e 7 Cll (x) 2 / 2 —5x / 4 T
( 265w e~ 7 ) (CIQ((E) - 0 = Cl(m) - ge ) 62('73) - _ge :
Nach Integration ergibt sich ¢;(z) = —2e™, cz(x) = —3e®. Damit erhélt man die allge-
meine Losung
2

y(x) = (1 — Be_m)efwvl + (e2 — ge’”)e_“'vz .

Zur Bestimmung der Losung des Anfangswertproblems erhélt man das Gleichungssystem

(2 1)()-()
2 1 ) T\ 8
mit der Losung ¢; = 1%, c; = 2. Damit erhilt man die Losung des Anfangswertproblems
mit
7 2

2 4
y(z) = (TS - Be_&)e%vl + (§ - §€I)€_$V2 .

10) Die Losung des Gleichungssystem (_, 2 ) = (7) ergibt mit x,, = ("), n € Z, die

Gleichgewichtspunkte. Zur Untersuchung des Stabilitdtsverhaltens sind die Eigenwerte
der Ableitungsmatrix des Systems, also der Matrix

, B 0 1
Fi(w1,22) = ( —kcoszy O >
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zu untersuchen. Fiir die Gleichgewichtspunkte x,, = (") findet man die Eigenwerte \,, =
£V —kcosnn. Man erkennt, dass die Eigenwerte g, reell sind, wobei immer ein positi-
ver reeller Eigenwert auftritt. Damit sind die Gleichgewichtspunkte x2,,11, n € Z, instabil.
Die Eigenwerte Ay, = iV kcos2nm, n € Z sind rein imagindr und damit sind die Gleich-
gewichtspunkte xs,,, n € Z, stabil.
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Kapitel 7

1) Unter der Vorausetzung, dass das Vektorfeld v dreimal stetig partiell differenzierbar
ist, kann man die Ableitungsreihenfolge vertauschen, und unter Nutzung der Beziehung
divv = 0 und div (grad v) = Av erhélt man

dv. odivv

E)_ 5 =0 ,divAv = Adivv =0 und div(gradp) =Ap,

und damit ergibt sich

div (

—Ap=div[(v-V)v].

2) Fur die Lange der Kurve « gilt L = f; V1 + e2t dt. Mit der Substitution u = /1 + €2t
erhélt man dt = 5 du und damit

4 V1+ed 2
L = /\/1+62tdt:/ ~—du
0 \/5 u —1
VTFeS
11 1 1 u—1,
= 1 (— — — N du = Z1 1+e
/ﬁ 1 v v Ll Gl L v Ve

B ln(‘/1+68_1)(\/§+1)
(V14 e8 \/§+21 (m+1)(ﬁ71)1.

3) Die Parametrisierung des Nordpolarkreises ergibt v(t) = (pcost, psint, z,)T, t € [0,27],
wobei z, = rsin¢, und p = 7 cos ¢, ist. Mit 4(t) = (—psint, pcost,0)T erhilt man fiir das
Kurvenintegral

27 2 : 2 27
t— t
/f(x,y,z)ds = / plpcos”t — sin )pdt=&/ (pcos®t —sint) dt
~ 0 Zn Jo

Z7l

2 3 3 na2
PP . on  P°T 10 COS% O

= —|=(costsint 4+t cost = =

zn[2( +i)+ o Zn rsin ¢,

~ 0,1905672 = 7.8 -10%%km? .

4) Es ergibt sich rot w = V xw = 0. Da der R? als natiirlicher Definitionsbereich einfach zu-
sammenhédngend ist, handelt es sich bei w um ein Potentialfeld. Als Stammfunktion erhalt
man mit der Ansatzmethode aus f, = wy, d.h. f; = yz cos(zyz) + 22z durch Integration

flx,y,2) = /(yz cos(xyz) + 2xz) dr = sin(zyz) + 2%z + C(y, 2)

und damit f, = zzcos(zyz) + Cy(y,z) = xzcos(xyz) + 2yz? = ws. Daraus folgt C =
y?22 + D(z). Aus f, = w3, d.h.
zycos(xyz) + 2° 4+ 2y%2 + D, = aycos(zyz) + x* + 2y2>

folgt D = const., so dass sich letztendlich die Stammfunktion f(z,vy,2) = sin(zyz) + 2%z +
y?z% + const. ergibt.

5) Fiir (a) bzw. (b) erhidlt man die symmetrischen JACOBI-Matrizen

2zy y>—a’ 0 2 2
@2 142)2 @Z1y?)? _ 22xy2 . oy 41
V= (‘7./22-;3022)2 ( .22ny2)2 0 bzw. w' = « -Ey—z}" v ﬂéw)y ’
224y a2ty L+ ey @2 1y7)2

0 0 0
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Die Integration des Vektorfeldes v entlang der Kreislinie v(¢) = (cost,sint,0)7, ¢ € [0,27]
ergibt mit 2% + y* = 1 auf y

27 27
/v-ds:c/ (—sint,cost,O)T~(—sint,cost,O)Tdt:c/ dt = 27c .
¥ 0 0

Ebenso erhdlt man fiir f7 w - ds einen von Null verschiedenen Wert. D.h. weder v noch
w sind in ihren Definitionsbereichen Potentialfelder, obwohl die Integrabilitidtsbedingung
erftillt ist, da die Integrale tiber geschlossenen Kurven ungleich Null sind. Das liegt daran,
dass in beiden Fallen die Definitionsbereiche nicht einfach zusammenhéngend sind.

6) Nach Definition des Arbeitsintegrals ergibt sich

[Yv-dx:/o v(y(t))-ﬁ(t)dt:/o 21— ) +1—2)dt = 1.

Andererseits ist rot v = 0 und als Stammfunktion findet man f(z,y, z) = 2%y + rz3. Damit
ergibt sich aus dem ersten Hauptsatz fiir Potentialfelder

/V -dx = f(y(1)) = f(7(0)) = f(1,0,1) = f(0,1,1) =1 -0 =1.

120 km 1

7) Fiir die Beschleunigung erhélt man a = 185%™ — 0% Wenn wir die Erdschwere ver-

nachlassigen, erhélt man als Kraftfeld k = (75 kg2 7 ,0,0)” = (250 24 ,0,0)”. Die Parame-

trisierung des Weges ergibt () = (t10m,0,0)7, t € [0,1]. Fiir die zu verrichtende Arbeit
ergibt sich

1
/k -ds = / 250 "2 10 . dt = 2500 N
v 0 s

Anmerkung: Die in der Aufgabe vorgegebe Beschleunigung von 0 auf 120 km/h ist fiir
einen deutschen Personenzug nicht realistisch. Bei der Aufgabenstellung haben wir mogli-
cherweise etwas getraumt und an die Zukunft gedacht. Deutsche Personenziige brauchen
normalerweise etwa 95 s von 0 auf 120 km/h, was einer Beschleunigung von a = 0,35 75
entspricht.

8) Die Rechnung V x v = 0 zeigt, dass v ein Potentialfeld ist. Die Ansatzmethode ergibt mit

flz,y,z) = ™Y + ? eine Stammfunktion. Fiir das vektorielle Kurvenintegral erhdlt man
damit

[ veds= o) - se0) =0,

da es sich bei v um eine geschlossenen Kurve handelt.

9) Es gilt divv = 0, d.h. es existiert ein Vektorpotential w. Wir setzen w3 = const. = c3. Fiir
w = (w1, w2, w3)T muss

Ows o Ows _6w2
oy 0z Oz )
Owy _ Ows — 851)1 — P
5, B HE dwy O Bw, "
ox dy ox oy
2 .
gelten. Daraus folgt wy = —yz + C(z,y) und w1 = % + D(x,y). Aus der 3. Gleichung

folgt C, = D,, so dass w = (% + c1,—yz + c2,c3)T mit reellen Konstanten c;, 2, c3 ein
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Vektorpotential von v ist.
10) Die Berechnung des Arbeitsintegrals entlang der Schraubenlinie ergibt

27 2
/v-ds:/ (—sint,cost,Z)T-(—sint,cost,l)Tdt:/ (14+2)dt =6m.
2l 0 0
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1) Um die Halbachsen der Ellipse zu ermitteln, muss die Gleichung auf Normalform ge-
bracht werden. Es gilt

1 2
(:r,y)( 2 6 ) (2) =22 4 6y + 4dzy ,

mit den Eigenwerten A\; o = 327\/@ der Matrix (% 2) kann man die Ellipse in der Form
Mz 4 Ay =1

beschreiben, wobei ,  die Koordinaten in einem transformierten kartesischen Koordina-

. . . - NG _ NG .
tensystem sind. Als Halbachsen findet man damit a = T und b o Mit

der Flacheninhaltsformel ergibt sich mit der Parametrisierung x(t) = (acost,bsint)?, t €
[0,27] des Ellipsenrandes

1 27 b 2
Fg = 5/ [~bsint(—asint) + acostbcost] dt = % dt = abr .
0 0
Damit erhdlt man Fp = —2— 7 = %w.

(T+V/A1)(7-V/41)
2) Es ergibt sich fiir die Integrale

1 p2—a? 1 py 2 2=y 7
/ / dydx = / / dxdy +/ / drdy = — |
0 Ja o Jo 1 Jo 6

0 40 0 40 16
/ / dxdy = / / dydr = — |

2 —4 J(_;'_ 3
2 y? V2—z2
/ / dxdy —/ / dydzx +/ / dydzx
0 0

6 + Z :
Beim letzten Integral wurde fiir v/2 — 22 mit der Substitution z = v/2sinu, dz = v/2 cos u du

. . T 1‘2 . x
die Stammfunktion 75\ /1 — % + arcsin 7 berechnet.

3) Beim Integral (a) ist der Integrationsbereich ein Kreissektor. Daher bietet sich eine Trans-
formation in Polarkoordinaten an. Es ergibt sich mit der Transformationsformel

2 \/8—3?2 1 g \/g r
————dydr = —— drd
/O/ brazty? 0 /er /0 5412 rd¢

:/ [= In(5 4+ r2))y® do = / ln13—71n5)d¢—71n?.

4

Beim Integral (b) ist {iber den oberen Halbkreis mit dem Radius 3 zu integrieren. Mit der
Transformation auf Polarkoordinaten und der Transformationsformel ergibt sich

Va2 + y? dydy—/ / \/7’2(:052d>+7'2sm or drdg

//rdrqu /—|§d¢—97r

(b) / e
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4) Mit 4(t) = (=3 cos? tsint, 3sin® t cost)” und der Fliacheninhaltsformel ergibt sich

1 27
F(B) = 5 / [— sin® t(—3 cos? t sin t) + cos® t 3sin? t cos t] dt
0

3 2w 3 2
= 3 / [sin® £ cos? t + cos® tsin® t] dt = 3 / sin? t cos® ¢ dt
0 0

3 [ 3[4 3 1 3
= g/o sin2(2t)dt:1—6/0 sinzdeZE[g—ﬁsinzcosz}‘é”:gﬂ.

5) Im Fall (a) ergibt sich die Parametrisierung des Randes des Dreiecks zu

i (t) = ((t)),te[o,l], Yalt) = (;t>,te[0,1] Ya(t) = (31 _?D teo].

Damit erhilt man

/V-dSZ/V~dS+/V-dS+/ v -ds
ol 71 V2 Y3
1 1 1
t 1 1—3t 0 1—-t—-3+3t -1
= . dt . dt . dt
L6 @ [ 03" G [ ) ()
1 1
:/ (t+9t—1+t+3—3t—9+18t—9t2)dt:/ (=7 +26t—9t%)dt = 3.
0 0

Mit dem Satz von GREEN erhélt man das Integral iiber das Dreieck D

/L)(y+1)dF = //Bxy%- dydx—/[ +y]3* dx

3z3 322
= 73d_ —3.
[ vama =2 1 20

Fiir das Integral (b) erhélt man das Kurvenintegral iiber die Kreislinie K’ mit dem Radius 3

27 s 2.2 ]
/ v-ds:/ ( QSH; t) < 3smt> it
K 0 9cos?t 3cost
2m . 27
= 27/ (sin®t + cos® t) dt = 27/ [(1 = cos?t)sint 4 (1 —sin?t) cost] dt
0 0
3

-3
sin” t
](2)ﬂ- O N

t .
+sint —

= 27[—cost + o8

Mit dem Satz von GREEN ergibt sich das Integral

V9—z2
/ / (22 + 2y) dydx |
Vo—z2 :L‘2

das ebenfalls den Wert Null hat.



28 Aufgabenlosungen

6) Fur das Integral (a) erhdlt man

/2 ry® oy T /2yt T
/ / / cos = dzdxdy = / / [z cos =]§ dxdy
Yy Yy
/2 /2
/ / 1 COS z dxdy = / [y sin x} dy
Yy 0

71'/2
:/ ysinydy = [~y cosy]ﬂ/ +2/ ycosy dy
0 0

/2
—O+2[ysmy]ﬂ/ 2/ sinydy=7r+2[cosy]g/2:7r—2.
0

Fiir das Integral (b) ergibt sich

1 1 p2—22—y2 1,1 s 9
I:/ / / rye® dzdxdy:/ / [zye* ]2 7Y dady
o Jo Jo 0o Jo
11
:/ / (xyleg”Q*y2 — xy) dzdy .
0o Jo

Mit der Substitution v = 2 — 22 — y2, du = —2xdz erhilt man
1 1 1
/acyez_””Q_y2 dr = —g/ye“ du = —iye“ = —5y62_I2_y2 +c.
Damit ergibt sich

1 1 2 1 1
1 2 Ty 1 2 1 2 1
I=/ [—5ve? y]édy—/ = ]édy=/ (—gve' ™ + Sye*™ )dy—ﬁ/ ydy .
0 0 0 0

Mit der Substitution u = a — y?, du = —2ydy erhilt man
2 1 1 1 2
/ye‘ky dy = —§/e“du = —56" +c= —ie‘ky +c.
Daraus folgt schliefslich
1

) 1, 2
S R T s | SRS PR R

7) Im Fall (a) ergibt sich fiir das Volumen des Korpers

/BdV = ///dydzdx-//éldzdm

= /0[ 2)%s dxf/(32 42®) dx = [320 — 2']§ = 48 .

0
Man kann natiirlich auch die Integrationsreihenfolge dndern, d.h.

o= [ o

zur Berechnung des Volumens von B benutzen.
Das Volumen im Fall (b) ergibt sich zu

V2 opa—y? 03 V2 pa—y? V2 )
/ dv / / [ / dz) dzdy = / / 3dxdy = / [32]%7Y dy
B V2 Jy2 0 V2 Jy? vz 7

V2
= / (12—6y2)dy:[12y—2y3}f2’f:24\f—4f23:16\/§.
3 —v2
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Auch in diesem Fall kann man eine andere Integrationsreihenfolge verwenden:

Lav= [ e

fithrt ebenso auf das Ergebnis [, dV = 16v/2.

8) Mit den Steigungsparametern u, v findet man y = uzx — 1, u € [1,2],y =1 - £, v € [1,2],
und damit die Transformation

2v uv — 1

x:[1,2] x [1,2] = B, z(u,v) = . y(u,v) = T

Fiir die Funktionaldeterminante ergibt sich

0@,y) _ qor [ ~tmrrr wmrmr | o holwrd) v
a( ) - 2v 2u - ( T 1)4 - ( + 1)3 ’
Uy v wWot1)?  (wo+1)? uu u

so dass man mit der Transformationsformel

/ — dxdy

erhilt.
9) Fuir die Masse erhilt man

/ / / ae” % dzdydx—/ / e~ %] dydx
L 2
/ / —e By dydx— ( e_CL)/ / dydx = £(1—e_CL).
o Jo ¢

z 1 z 1
/ze*cz dz = ——e “ + / —e Pdz=——e - Stk
c c c c

M

Mit Hilfe von

ergibt sich fiir die z-Koordinate des Schwerpunktes

1 L oL a (Lt
z = M/ / / zae_czdzdydx:—/ / [—Ee_cz— — e~k dydx
—cL 1 7cL
M f—e - e )dydx
cM( Le ¢F — Zemcl 4 / / dydzx

- aLQ( Le—cL _ le_CL—&——) _ oL _lg—el 41 B 1+ Le—ck
cM c ¢ 1—ecb c el —1"

Fiir die z- und y-Koordinaten des Schwerpunktes findet man mit Rechnung oder durch
bloBe Uberlegung z = 5 = £.
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10) Fiir den Auftrieb erhilt man mit v = (0,0, 2)7, div v = 1 und dem Satz von GAUSS

4
pwg/ v.do = pwg/ divvdV = pwg/ AV = 2aRpug,
oB B B 3

da die Kugel mit dem Radius R das Volumen 37R? hat. Da nirgends benutzt wurde, dass

der Korper kugelformig ist, ist der Auftrieb eines Korpers K allein durch sein Volumen
J5 AV und seine Dichte p,, (und natiirlich die jeweilige Erdbeschleunigung) bestimmt.

11) Es ist divv = 2z — 2, damit ergibt sich im Fall (a) nach dem Satz von GAUSS fiir das
Flussintegral

/an~dO:/B(2z—2)dV.

Mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) € [0,4] x [0,27] x [1,5] und der Transformationsformel fiir
Volumenintegrale erhilt man

/B(Qz—Z)dV = //%/ 22—2rdzd¢dr—/ /27r r[z? — 22]7 dpdr

2m
/ / 167 dopdr = / 32rm dr = [16r27]§ = 2567 .

0

Mit Kugelkoordinaten (r, ¢, 0) € [0, R] x [0,27] x [0, 1], der Funktionaldeterminate g%:g;; =
r2sin § und dem Satz von GAUSS erhdlt man im Fall (b)

/ v-dO = / (22 4 3y* + 32%) dV = /[ (22 +9y* + 2%) + 20 — 327 dV
B

2
/ / / 372 12 sin 0 dfdodr

2
+ / / / [2r cos ¢ sin O — 312 cos? ¢ sin? 0]r? sin O dfdpdr .
o Jo Jo

Fiir den ersten Summanden der rechten Seite erhilt man

R 2w ™
/ / / 3r2 12 sin 0 dOdpdr
o Jo Jo
R p2m R 27 7.5 12
:/ / [—3T40059]gd¢dr:/ / 6rt dpdr = [12n—]¥ = —7R° .
o Jo o Jo 5 5

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich
R p2m T
27 cos ¢ sin @ — 3r° cos” ¢ sin” 0|r~ sin T
// /[ ¢sinb % cos? ¢sin® 0)r? sin 0 dfdpd
o Jo Jo
R 27 0 1
= 2/ 7"3/ cos ¢[§ —5 cos 0'sin 0]f; depdr
0 0
R 2m 3
—3/ r4/ cos? ¢[— COZ e]g dodr
2 1 ¢
= —3/ / cos? d) dodr = —4/ 4[5 cos ¢ sin ¢ + 5]3" dr

:—47r/ r dr——wa5
0




Kapitel 8

31

Damit erhdlt man insgesamt das Resultat

8

) )

12 4
/ v-dO = —=7R° — Z7R° = —7R° .
oB 5
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Kapitel 9
1) Fiir die Gleichung (a) ergibt der Ansatz u(x,y) = X (x)Y (y) nach dem Einsetzen in die
Differentialgleichung und der Voraussetzung u(z,y) = X (z)Y (y) # 0

X" (@)Y (y) = 4X (2)Y"(y), X(0) = X(7) =0,
X// B 4Y/ B
X - Y =M,

X"(2)Y (y) = 4X(2)Y'(y) <=

mit einer freien Konstanten ;.. Die Losung der Gleichung 47}// = pist Y(y) = ke?. Fir die
Differentialgleichung X" — ;X = 0 erhélt man als Losung im Fall

p>0X(x) = c1eVh® + coe”VET, aus X(0) = X (m) = 0 folgt c; = c2 = 0, also die triviale
Losung,

w=0X(x)=c1+ cax,aus X(0) = X (7) = 0 folgt ¢c; = co = 0, also die triviale Losung,

1 <0X(x) = c¢pcos(y/—px) + casin(y/—px), aus X(0) = 0 folgt ¢y = 0; aus X(m) =
cosin(y/—pum) = 0 ergibt sich \/—ur = 7n, n € Z, u = —n?, so dass sich die Losun-
gen X, (z) = cg sin nx ergeben.

Fiir die Losung des Randwertproblems (a) erhalt man schliefSlich die Losungen w,,(z,y) =

2 2

keysinnze™"TY =: b, sinnze”TY. Das Superpositionsprinzip ergibt die allgemeine Lo-

sung

2

oo
u(z,y) = Z bysinnre TV,
— 00

Fir die Gleichung (b) ergibt der Ansatz u(x,t) = X (x)T'(t)

a?X"(x)T(t) =Tt X (z) <= a*X"(z) = pX (), T(t) = pT(t)
mit einer freien Konstanten p. Als Losungen X (z) und T'(¢) findet man durch Integration

VE VE

X(x)=crea®+cge” 0 ® T(t) = dieVFt 4 dye™ VF
so dass sich die Losung u(z,t) = (1677 + cye= T %) (dyeVt + dye~VA) mit den freien
reellen Konstanten i, c1, ¢, di, d2 ergibt. Bei 1 > 0 erhdlt man die Produkte von Exponenti-
alfunktionen als Losung und bei p < 0 ergeben sich mit der EULERschen Formel Produkte
von trigonometrischen Funktionen als Losung.

2) Mit dem Ansatz u(x,t) = X (x)T'(t) erhdlt man durch Einsetzen fiir X7 # 0 in die Diffe-
rentialgleichung

eX'T+tTX =2XT = X' —(1-5)x =0, T—%T:O.
Durch Variablenseparation erhilt man die Losungen X und T’
X(x) =cre®a™" T(t) = cot” und damit wu(zx,t) = ce®x HtH .
Die Auswertung der Bedingung u(z,1) = z?¢® ergibt ¢ = 1 und y = —2. Die Losung lautet
damit u(z,t) = e*(£)%
3) Fiir die Hyperbelkoordinaten gilt ¢ = arctanh¥, p = /22 — y2 und damit

@7isinh¢ @7cosh¢ @7 @77,
ri PR T ’6m7COSh¢’ ay sinh ¢ .
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Damit erhalt man mit u(x,y) = v(p(z,y), ¢(z,y)) und der Kettenregel
sinh ¢

cosh ¢

Uy = VpPy + VgpPr = v, cosh ¢ — vy , Uy = Vppy + Vpdy = —V,sinh ¢ + vy

Fiir die 2. Ableitungen ergibt sich dann

9 sinh ¢ cosh ¢ sinh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
Upe = UppCOSh™ ¢ —vpy -V, — Vgp
P P P
sinh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
+v + 2v ,
foxe] /)2 ¢ pz
. 192 sinh ¢ cosh ¢ cosh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
Uyy = UppSiNh™ @ — vy — Y — Vgp
p p p
cosh? ¢ sinh ¢ cosh ¢

+v +2v
¢ 2 ¢ 02
Damit ergibt sich nach Addition die Differentialgleichung in Hyperbelkoordinaten

1 1 .
Uzy — Uyy = Vpp + —Vp — p—2v¢¢ =0 fur [p| <1

mit den Randbedingungen v(+1, ¢) = cosh? ¢ + sinh? ¢.

4) Der Produktansatz v(p, ¢) = R(p)®(¢) fithrt nach Einsetzen in die Differentialgleichung
Vpp + %Up - p%vw = 0 auf die gewohnlichen Differentialgleichungen

" —pud=0  p’R'"+pR —puR=0.

5) Parallelstromung bedeutet v = 0. Damit ergibt sich aus den Differentialgleichung mit
dem vorgegebenen Ansatz fiir den Druck p

% 1 9%u 1 0%u

s —_(Pl—PO)‘FE@?LETyQ-

Wegen der Voraussetzung einer Parallelstromung mit v = 0 folgt aus der geforderten Di-

vergenzfreiheit 9% = —g—z = 0. Damit ergibt sich die Gleichung
1 9%u
0:_(]71_]70)4'@07%- 2)

Die Integration der Gleichung (2) in y-Richtung ergibt

2
u(z,y) = Re(pr — po)% +tey+d,
und die Beriicksichtigung der Haftbedingung « = 0 an den Wianden y = Ound y = H
ergibt mit
2

H H
0=u(z,0)=d 0 = Re(p1 — p0)7 +cH <= ¢= —Re(p1 — 100)5

die Losung u(x,y) = (Re(p1 — po)[% — y#1,0)7 des Randwertproblems.
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6) Die Anwendung des Divergenzoperators auf das Vektorfeld (2%, 92)7 ergibt

ou .
57 ddivu 1 Au 1
(ot _ T . o o
div <g¥> o div (grad p) + e div <Av> Ap Te Adivu =0,

und daraus folgt A p = 0 wegen divu = 0.

7) Die Multiplikation der Differentialgleichung mit einer integrierbaren Funktion £, die auf
I'y verschwindet, und die anschliefSende Integration tiber € ergibt

—/AuhdF:/fhdF
Q Q

und die Anwendung der 1. GREENschen Integralformel in der Ebene ergibt

/Vu-VhdF—/h—ds—/Vu VhdF — / h—d h—ds—/fhdF
Q Iq i

Die Berticksichtigung der Randbedingungen ergibt schliefSlich

/[Vu~Vh—fh]dF—/ ghds=0.
Q T,



Kapitel 10 35

Kapitel 10

1) Die komplexen Hyperbelfunktionen sind wie im Reellen durch die Beziehungen sinh z =
1(e* —e™%), coshz = f(e* + e~ *) erklért, und deshalb gilt

1 1
cosh? z — sinh® 2 = ~[e** + 2 4+ ¢ %] — 1[622 —24e ] =1.

4 [
Weiter gilt mit der 3. binomischen Formel

2z 6—22)

1 1
sinh 2z = 5(6 = i(ez +e *)(ef —e *) =2coshzsinhz .

Fiir cosh(z 4+ w) gilt nach Definition

1 1
cosh(z +w) = §(ez+w +e 7Y = i(ezew +e e ).

Fiir cosh z cosh w + sinh z sinh w errechnet man
1 1
i(ezew +e e +efe e Fe M tefe —e fe —efe U e Fe )
1 1
= Z(Qeze“’ +2 Fe") = 5(62“" +e *7") =cosh(z +w) .

2) Fiir die Ableitungen von ¢ = arctan ¥ findet man

Y2z x 2y

S T Er T @
woraus A ¢ = 0 folgt.
3) Fiir die Ableitungen von ¢ ergibt sich

P, =e"cosy +xe® cosy —yesiny , P = €e” cosy + e” cosy + xe” cosy — ye’ siny ,

O, = —ze’siny — e’ siny —ye* cosy , Py, = —we® cosy —e’ cosy — e’ cosy+ye’siny,

woraus ¢, +®,, = 0 folgt. Als konjugiert harmonische Funktion ¥ findet man als Stamm-
funktion des Vektorfeldes

(—‘I)y> B ((x + 1)e*siny + ye® cosy

die Funktion ¥ = ye® cosy + xe® siny .
o, (1 + x)e® cosy — ye® sin y) ye Sy + xe”siny

4+5) Mit der Wahlvon z; = —1 44,20 =14+ 3i,23 =34+ iund wy = —1, ws =i, w3 = 1
ergibt sich fiir die Transformation der Kreise mit der Transformationsformel

z+1—914+3t—-3—1 w+1:—1 z—1—1
= —_— = —-.
z2—3—1l1+3i+1—7 w—-1i+1 2
Fiir die Transformation des Kreises auf die Gerade wihlen wir z; = 1, 2o = 34, 23 = —¢ und

wy = 2, wy = 2 — 1, w3 = 2+ 7 und erhalten

z—13t41 w—2 2—-1—-2—1 —2iz+8— 21

= — = =
ctidi-1 w-2-i 2-i-2 b G PRI S
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6) Fiir die Ableitung gilt F'(z) = u, + iv,, so dass sich

F'(z) = Fl(x+iy)=(nv22+y2?), +i(arctan %)m

_ 1 T -y x—y  Z

V2 + g2 \/x2+92+2$2+y2 Catty? 2z oz

ergibt.
7) Mit einer Partialbruchzerlegung und der Formel (10.31) erhdlt man
sinz _sinz - 1 sin z - 1 sin z
2(22-1) =z 2241 2z2-1

und damit die Residuen

Si 1 lsmz
ban,O) asmO—O Res(2

11 1.
——gin(F1) = :F§sm1.

R 1
es cx1 Y = oig

8) Fiir die Parametrisierung der Kreislinie erhélt man z(t) = ¢ +i = cost +i(sint + 1), t €
[0,27] und damit (t) = ie" = —sint + i cost. Es ergibt sich

27
/ zzdz = / (e +i)(e ™ —d)ie dt
K 0

= / [ie? + e —14ie|dt
0

2m
- / (e +i)?dt = =27 .
0

9) Man findet durch partielle Integration die Stammfunktion f(z) = (z — 1)e®. Damit erhalt
man fiir das Integral

. , ;241
/ ze*dz = f(141i) — f(—1—14) = ie!™" — (=2 —i)e 17" = jee’ + il ,
K

eet

und, sortiert nach Real- und Imaginérteil

/ ; 2cosl+sinl —e?sinl  e?cosl+cosl—2sinl
ze®dz = +1 .
K & e

22+1

o in der

10) Fiir das Integral (a) erhdlt man mit den Singularitdten der Funktion f(z) =
oberen Halbebene z; = % + i%, 29 = f% + z% die Residuen

22+1 Z2+1 V2 1+ V2.
Res(——— " 21) = — = — S
+1’ 423 4 —1+41 4
2241 241 V21— V2.
Res(—/——— i z9) = T = — - = ——1.
+1’ 4z 4 141 4

Mit der Berechnungsformel (10.32) ergibt sich

/°°x2+1 V2. V2 Vo

P dx = 27rz[——z - —z]
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Fiir das Integral (b) erhdlt man mit der Formel (10.35)
27
1 2
——dt=2 _— .
/0 2 + cost nglglReS(z2+4z+1’Zk)
73

Man erhilt die Singularitdten z; o = —2 %+ V3 von m, von denen z; im Inneren des
Einheitskreises liegt. Damit ergibt sich

2m
1 2 9 9
/0 2+ cost " 6S<22+4,z—|—1’ +V3) 7r22+4|z:72+\/§ 3\[7T

11) Fiir das komplexe Stromungspotential findet man f(z) = (1 — 2i)z + 5. Mit

4+ 8i 448022 (1—20)2]* — (4 +8i)2?
Fz) = (- 2i) - ; Lo +|Z42)Z _( Z)|Z||Z4( +8i)

findet man fiir das komplexe Geschwindigkeitsfeld

v(z) = f/(z):(1+2i)|z||2;(4—82')z

—4(2? —y?) — 162y .
+ @+ ) +i2+

8(a* —y?) — 8ay
(.TQ _|_y2)2

]
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Kapitel 11
1) Das uneigentliche Integral ist definiert als
o R R
/ 23 dr = lim 23 dr = lim 23 de + hm 23 dr .
— 00 é:}z’o —r r—00 0

Weder lim, o [ fr 23 dz noch limp_, o faR o3 dz existiert, und damit konvergiert das Inte-
gral nicht. Fiir den CAUCHYschen Hauptwert findet man

0o A 4
C.H./ 22 dr = lim 22 dr = lim [x—]AA:O.

A—oo J_ 4 A—o00 -

2) Man erhélt mit der EULERschen Formel

1 [es} e—iwt
FlfOlw) = o | mdt

_ i[/"o cos(wt) dt—z’/oo sin(wt) i) = i/oo cos(wt) dt |

2" ) a® + 2 a? + t? 21 J_ o a® +t?

da die Funktion “25:;2 ungerade ist. Fiir das Integral [~ OOOO C{f;i"’t?

Substitution 0 = wt, dt = 22, und wegen F[f(t)](w) = F[f(t)](—w)

°° cos(wt) ° cos o > |w|coso
dt = 5 do = — s d
L& /_oo W+ (5" It
Mit dem Residuensatz bzw. den daraus folgenden Beziehungen fiir reelle Integrale ergibt
sich

dt erhdlt man mit der

/ ICLJ|C$alo:Re[27ri Z Res(%,ak)]

oo |lw]Pa? + 02 s o2 + |w|?a
k

wle=al«l 7
2ialw| a

|w|€io'

= Re[27miRes( Jialw])] = Re[2mi

(0 —ialw]) (o + ialw])

Damit erhilt man schliefSlich

1 1
— —alw|
]:[a2 +t2](w) 2ae '

3) Es sei darauf hingewiesen, dass das in der Aufgabenstellung erfragte Faltungsprodukt
sich um den Faktor 35— von dem im Kapitel 11 definierten Faltungsprodukt unterscheidet.
Nichtsdestotrotz ist das erfragte Integral ein Faltungsprodukt. Man erhalt

(f=g)(t) = /_OO eIt cos(wr) dr

t
= / e T cos(wT) dr —|—/ e T cos(wT) dT

—00

Fiir das Integral [ e cos(wT) dr ergibt sich durch partielle Integration

csin(wr) @
/e‘” cos(wT) dr = € - — / T sin(wT)
w

_ orSin(wr) g[e — cos(wT) g/e
w w w

— cos(wT)) dr]

sin(wr)  a a?

aT

= + 26 cos wT - — e cos wT
w w w
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also

weaT

. a
m[blﬂ(&”’) + ; COS(WT)] .

/e‘” cos(wr)dr =

Damit erhalt man fir (f * g)(¢)

ct cr

s we c
e lim [——— (sin(wt) + ” cos(wt)) —

e (sin(wr) + gcos(wr))]

w? 4 2

—cr _ —ct _

Lect ,«lig,lo w“;eJr 5 (sin(wr) + jc cos(wr)) — c:;eiw(sin(wt) + UC cos(wt))]
o wetr ¢ ‘ c )

=2e ¢ o2 T 2 cos(wt) = 2m cos(wt) s

also (f * g)(t) = 2 =5y cos(wt).
4) Fiir die FOURIERtransformierte von f gilt

Flf#w) = i/mfmamﬁ
= 27r/ f(t) cos(—wt dt+/ f(t)isin(—wt) dt]

= isin(—wt) d sin(wt) d
IRL SIRL

da die Funktion f(t)cos(—wt) ungerade ist. Da f(¢)sin(wt) eine gerade Funktion ist, gilt
schliefSlich

FUOIw) = = [ ft)sin(wt)dt .

™ Jo
5) Es ergibt sich fiir die Differentialgleichung
Fly" 42y = 6y)(w) = (iw)*Fly)(w) + 20wFly)(w) - 6F[y)(w) = Fle™|(w)

Fiir die FOURIERtransformierte von ¢ %" findet man

M

2 1 w? 1 e_wT
—t — - I 1 =
Flem" |(w) = 72\/%6 und damit Flyl(w) 5r %6

6) Im Falle (a) gilt e cos(at) = Re(e(t+7)"), 50 dass man

z—b+ia

) =R

)

z—b—1ia

LIf(1)] = Re(/ooo elbHiate==t g1y — Re(

also L[f(t)] = (Z_Zb)ﬁ erhilt, wobei Rez > b gefordert werden muss. Im Fall (b) gilt

e’ sinh(at) = L[+t — e(®=@)] 50 dass man mit der LAPLACE-Transformierten der Ex-
ponentialfunktion e fiir Re z > max{b — a,b + a} das Ergebnis

1 1 1 a

E[g(t)}:§[zf(b+a) _z—(bfa)}: (276)2*(12

erhalt.
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7) Fur F(z) ergibt sich

Py 5 %5 A B
S 22—4z+43 (2-1)(2-3) z—-1 z-3’

und man findet A = 1 und B = 2. Damit gilt

F(2) = L] = g + s = £le] 4 2£[6™) = Ll +26%),

so dass aus dem Eindeutigkeitssatz f(t) = e + 2¢3! folgt. Fiir G(z) erhdlt man
1, . L 1 . 1
G(z) = —L[sin2t] = L[| sin27dr] = ﬁ[—§ cos 27|y] = £[§(1 —cos2t)] .
z 0

Damit erhdlt man g(t) = 1(1 — cos 2t).
8) Die Transformation der Differentialgleichung ergibt

2 () 2y(0) — 4/ (0) +4(Y () — y(0) +6Y () = - + —
e (2 424 6)Y(2) = f(j:; V(o) = Z(2+1)2(2j+14z+6) |

Eine Partialbruchzerlegung ergibt

Y(2) 2z +1 A+ B n Cz+D
zZ) = = —
2(z+1)(224+4246) 2z  z+1 2244246
ergibt nach Koeffizientenvergleich A= B=3,C=—1,D = -2
1 1 —1z-2 1 1 —3(z+2)-2
v _ 1 2#—5 _ 1 2 3
(=) 6: 311 214246 62 311 (212242
1 1 1 z+2 2 V2

6: " 3:+1) 2(:42212 3va(e+22t2’
woraus y(t) = L + te~ — L= cos(v/2t) — Y2e~ 2 sin(v/2t) folgt.
9) Die Transformation des Differentialgleichungssystems ergibt unter Berticksichtigung der
Anfangsbedingungen

2U(2) + 4
2V(z)—1

U(z) + 4V (2) + 2 (1 —2)U(z) +4V(z) i1

z—1

UR+V(E) +5 0 Uk +0-2)V()

|
|
—_
I
—

mit den Losungen

1.2 3
—122 4622 1 1 31
U(z) = 28 TOF TS - 43
(z=1)(z+1)(z —3) z—1 =z+4+1 2z-3
223242 11 11 31
v - 2 2 E—— - — .
(2) G_D(+D(--3)  d42—1 2241 4:-3

Die Riicktransformation ergibt die Losungen

3 1 1 3 .
u(t):76t767t+563t U(t):716t+567t+163t.
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10) Nach dem Faltungssatz gilt

z 2z 2
mﬁ[f(f)] = @iz

Llcost]L[f(t)] = L[tsint] <

d.h. f(t) = 2sint.

11) Mit der Substitution v(r) = y(r + 7) erhélt man statt der zu 16senden Differentialglei-
chung die Differentialgleichung

v"(r) — 20" (r) + v(r) = sin(2r + 27) + cos(r + 7) = sin2r — cosr ,

wobei v/(0) = 0 und v(0) = 1 gilt (also LAPLACE-gemdfle Anfangsbedingungen). Die
Transformation des Anfangswertproblems ergibt

2 z
2 - — - = — —_—
2V (3) = 20(0) —/(0) ~ 22V () 4 20(0) + V(2) = oy + s
2 o z

Es ergibt sich weiter

(z—=2)(22+4) (22 + 1)+ 2(22 + 1) + 2(22 + 4)

V =

(=) (z—12(2+4) (2 + 1)
_ A, B C:tD E:iiF
oz—1 (=12 2244 22+1
o211 14z 6 111
252—1 10(2—1)2  25224+4 252244 22241
T S W S AR B B
252—1 10(2—1)2 252244 252244 22241

und damit
21 1 4 3 1
Llv(r)] = E[z—ser - Torer + 35 o8 2r — % sin 2r — B sinr] .

An dieser Stelle sei der Fairness halber darauf hingewiesen, dass wir das beim Koeffizi-
entenvergleich entstehende lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der 6 Koeffizienten

A, B, ..., F mit dem Programm octave gelost haben. Damit erhilt man die Losung
= e Lo Lo B Ly
=—e — — — — —sin2r — —sinr.
u(r) = 5p€” — 7Te g 08 2r — o sin2r — osiny
Die Riicksubstitution y(x) = v(zx — ) ergibt
21 T—T 1 r—T
yl) = vlx—m) = 25¢ 10 (x—m)e
+ap cos(2z — 2m) — o sin(20 — 2m) — 1 sin(z — )
55 08(22 — 2m) — 5 8in(2z — 2m) — 5 sin(z — 7
(x) 19”’”[42 5( )]+4c02 5 '2+1s'
= — — — — cos2z — —sin —sinz .
y(z ¢ T—m 55 C082% — oo sin2z + o sing
12) Die GREENsche Funktion erhidlt man tiber das Urbild der LAPLACE-Transformierten
5957 Bs giltnun
1 1 t2et

z3—322+3z—1:(z—1)3_ [ 2 ]
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so dass man die GREENsche Funktion

(t _ T)Qet—T

K(t,7) =g(t—7) =

findet. Als Losung des Anfangswertproblems erhilt man mit der GREENschen Funktion

t t _ 2 t—T1 3
y@=/KWﬂ€M=/@—23fam:ai.
0 0 2 6

13) Mit U(z, z) := Llu(z,t)](2) erhdlt man fiir Rez > 0 die gewohnliche Differentialglei-
chung mit z als Parameter

1
ZU—:EU@:%<:>U¢+EU:7,
z x z
mit der homogenen Losung Uy, (z,z) = ¢(z)z~*. Die Variation der Konstanten U(z, z) =
c(z, z)x~* ergibt
ot
22(z+1)

Aus der Transformation der Randbedingung lim,_,o U(z, z) = 0 folgt k(z) = 0. Eine Parti-
albruchzerlegung ergibt

Uz, z) = x+k(z)z™7 .

1 11 1
r=(—=+ 5+

Ule,2) = 22(z+1) z 22 z+1

Jo =azL[-1+t+e "(z)

und damit die Losung u(z,t) = x(—1+t + e t).
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Kapitel 12
1) Fuir die Differenz f(u + h) — f(u) ergibt sich unter Nutzung des Additionstheorems fiir
die Kosinusfunktion

fu : h) = f(u) = / cos(u(9) + h(g)) o — / cosu(¢) d
- /0 * lcos u(@) cos h(@) — sinu(e) sin h(¢) — cos u(¢)] do

— /07 [cosu(p)(cos h(@) — 1) — sinu(P)h(p) + sinu(p)(h(d) — sin h(@))] do

™

_ /05 sinu(@)h(p) do + /Of[cosu(g;)(cosh(qs) — 1) + sinu()(h(¢) — sin h(¢))] d¢

_ /0 * sinu(@)h(d) dé + r(u(e), h(e)) .

Aufgrund einfacher Abschitzungen geht %V(u(qﬁ), h(¢))| gegen Null fir ||h|| — 0, so

[R()]]
dass man die FRECHET-Ableitung

erhalt.
2) Da F(t,z, &) nicht von ¢t abhangt, ergibt sich aus der EULER-LAGRANGE-Differential-
gleichung
dxd x—c}
—— — Va(l+i?)=c¢ =const. = —z =c1/a(l +1?) = & =
z(1+ 22?) c

Als Losung erhilt man nach Integration

t 1.t
N/r—ct=—=—co=2(t) = ~(— —co)* +cF.
1 \/2 0 ( ) 4(|Cl| 0) 1
3) Man erhilt die EULER-LAGRANGE-Differentialgleichung

d
F, — aFfb =& — (& + &) = 0 mit der Losung x(t) = c1t + ¢ .
Die Auswertung der Bedingungen z(0) = 1 und x(2) = 2 ergibt die Losung z(t) = 3¢ + 1.
4) Da F(t,x, &) nicht von x abhingt, ergibt sich aus der EULER-LAGRANGE-Differential-
gleichung @ = const.. Damit ergibt sich die Losung z(t) = ¢t + ¢z und mit der Rand-
bedingung z(0) = 0 folgt c; = 0. Aus der Forderung =(T) = r(T) folgt ¢; = 5. Die
Transversalititsbedingung lautet
11
4 1=
a7+ 0
mit der positiven Losung T = 1 und damit x(t) = ¢. Man tiberlegt sich mit einer Skizze der
Funktionen r(t) und «(t), dass die Funktion xz(t) = t die kiirzeste Verbindung zwischen
dem Ursprung und dem Graphen der Funktion r(¢) ist, und damit das Funktional J(x)
minimiert.

H(T)HT) +1=—
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Kapitel 13
1) Zur Berechnung der kontravarianten Komponenten ist das Gleichungssystem
‘ 2 3 4 ! 2
x=2'ej<= |1 1 1 2?2 | =1 4
11 2 a3 1
zu losen. Als Losung findet man 2! = 7. 22 = 0, 23 = —3. Mit den Skalarprodukten

x; = x - e; ergibt sich fiir die kovarianten Koeffizienten 21 =9, o = 11 und z3 = 14.
2) Die Verjiingung von T = t; L eie’elel ergibt z.B.

V, = t;klei celefel = t;kléfekel =: ay ekel .
Als zweite Moglichkeit ergibt sich

V, = t;kl el -efel = t;-klgjkeiel = bleel .
3) Das tensorielle Produkt ergibt

TR = t;;r) e'ele’e
und eine der moglichen Verjiingungen ergibt

U, = t,-jrkl e'el - ekel = tijrklgjk e'e; =: uil e'e
und als 2. Moglichkeit sei

U, = t;r)le'ele” e = t;r o) e'el =: v;; e'e
genannt.

4) Die skalare Multiplikation der beiden Transformationsbeziehungen ergibt

./
e, =aley| e = a
e; = a},ei | ‘€, = a4, =€ €.

Daraus folgt a/ = a,,also D = C'. Andererseits ist D = C~', woraus C* = C~! folgt.

5) Mit der Beziehung e; = 2= erhalt man die natiirlichen Basisvektoren
J

cos ¢sinf —7rsin ¢ sin 6 7 cos ¢ cos 0
e =e. = singsinf |, ey =ey= rcos ¢sinf , ez =-¢eg= rsin ¢ cos 6
cosf 0 —7rsind

Fir die Metrikkoeffizienten ergibt sich

g1 = cos?¢sin® 0+ sin® ¢sin? 0 + cos? 6 = sin? 0 + cos? 6 = 1
g2 = r2sin® ¢sin® 0 + 2 cos® ¢sin® 0 = r? sin” 0
gs3 = 12cos®pcos? 0+ r?sin? ¢cos® O+ r?sin® 0 = r? cos? 0+ r?sin? 0 = 12 .

Fur i # j ergibt sich fiir die Koeffizienten g;; = e; - €; = 0.

6) Fiir den Gradienten gilt V¥ = 9,V e’ und mit 2! = p, 22 = ¢ und x5 = z ergibt sich

VU =2pcosg, 0,0 =—p’sing, O3V =1
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und mit den kontravarianten Basisvektoren im Zylinderkoordinatensystem

2

1 1
e’ =e, = cos ge, + sin gey, e’ =p- ey = ——singe, + —cospe,, e° =e
P P

erhilt man den Gradienten

VU = 2pcospe’ + (—p*sing)e? + e
p(cos? ¢+ 1)

= (2pcos? ¢ + psin® ¢)e, + (2psin ¢ cos ¢ — psin ¢ cos pley+e, = p sin ¢ cos ¢
1

7) Mit der natiirlichen Basis (Aufgabe 5) gilt mit 2! =7, 22 = ¢ und 2> = 6
vV = viei = Uz€z +vyey + Ve,
oder

v' (cos ¢ sin fe, + sin sin fe, + cos fe,) +
v*(—7sin ¢ sin fe, + 7 cos psinfe,) +
v (7 cos ¢ cos B, + 7sin ¢ cos fe, — rsinfe,)

= VUz€y + Vy€y + v €, .

Damit kann man die kontravarianten Komponenten v’ als Losung des Gleichungssystems

cos¢psinf —rsingsinf rcos¢cosl vl Vg
singsind  rcos¢sind rsin ¢ cosd vl = vy
cos 0 —rsinf v3 v,

in Abhéngikeit von den kartesischen Geschwindigkeitskomponenten v,, v, und v, berech-
nen. Geeignete Linearkombinationen der ersten und zweiten Gleichung ergeben

(r cos? ¢ + rsin? ¢) sin Qv? = —v, sin ¢ + v, cos p = v = — 7 (— sin ¢v, + cos ¢vy)
: rsin :
und
sinf  rcosf o'\ [ cos v, + sin gu,
cos) —rsinf v )T v,
mit der Losung
1
v! = sin f(cos ¢, + sin gv,) +cosv, , v = =[cos O(cos pv, + sin pv,) — sin Hv,] .
: , (

Fiir die kovarianten Komponenten von v erhdlt man aufgrund der Beziehung v; = g;;v’
mit den Ergebnissen der Aufgabe 5

vy =v', vy =r(—sinv, + cospv,), vs = 1r[cosd(cos v, + sin pv,) — sin Ov,] .

8) Fiir das CHRISTOFFEL-Symbol I'}, erhdlt man

1
(9™ Ong11 + g"20ng12 + 97 Ongor + g% 0ng20) -

L= _qgY = =
ih 2g hg,] 2
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Andererseits ist

1 dg 1 0(g11922 — 912921) 1
29 Ot 29 Ouh 2 (9110n922 + 92201911 — 91201921 — 9210n,912)

Die Inverse (¢%/) von (g;;) ergibt sich mit g als Determinante von (g;;) zu

(911 912 ) :1< gir  —g21 )
921 922 g —912 922

und damit ist

1 Jg 1
- = —(gud Ong11 — Gr20nga1 — Go10
29 01" 2 (91101922 + 9220n911 — 9120n921 — 9210nG12)
1 911 22 12 21
= *(fg Ong22 + 922 Ohg11 — 12 Ongo1 — 921 Ong12)
29 9 9 9

1 .
= 5(9“(%911 + g"20hg12 + 9% Onga1 + g*20ngaa) =Ty

also die Beziehung I'}), = 5 29 gezeigt.

9) Es gilt v x w = e"v,w,e; und damit
1 g
— O (Ve v w;
7 (Vge™ viw;)
1 1 . i, -
= —(57=0k9)" viw; + O (" vw;) = O (& viwy)

V9 2V/9

ek”wjﬁkvi + emvi(’)kwj = ek”wjakvi e;-e + ek”viakwj e e

div(vxw) = div(vw,ey) =

= P, e; - (w; &)+ ekij(%cwjei - (vs €%)
= (rotv) -w — e ow;e; - (v; e')
(rotv)-w — (rotw) - v = (rotv) - w — v - (rotw) .

Die Identitat ist somit bewiesen (Org = 0, €; - € = 1, ¥ = —¢'*J und die Kommutativitat
des Skalarprodukts wurden benutzt).
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Kapitel 14
1) Es ist
1 1 1

my = E(X):(*Q)EJFO (1*(72)+qﬁ*0

2 = — 2] = 2 _ (L2t 2 1 2 1

7 = BIX = B)P) = BX) = (~0) 5 + 0% (1= )+ oz = 1
Also ist

0 fur k > ¢

PUX =l = he) = PUXT = 8= { x4 px——gh— 4 far0 < <4

Fiar k > qist
1
P{|X —mq| > ko} < 72
die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung also mit ”<” erfiillt. Fiir k = ¢ ist
1
P{|X —mq| > ko} = =

die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung also mit ”=" erfiillt; sie kann also nicht verscharft
werden, wenn man die Verteilungen der Zufallsgrofie X nicht einschranken will. Fiir & < ¢
ist

1 1
P{|Xfm1|2k0}:qf2<ﬁ7

also die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung mit ”<” erfiillt.

2a) Es ist
P{ld—10/>04} = 1-—P{]ld—10/<04}=1-P{9,6 <d <104}
10,4 — 10 9,6 — 10
= 1-[®(— - P(=
O R o)
0,4 —-0,4
2(55) ~ 2G5 =1~ [208) +2(08) ~ 1]

2. (1—®(0,8)) =2- (1 —0,788) = 0,424.

42,4 % der Kugeln werden abgelehnt.
2b) Es muss P{|d — 10| < 0,4} > 0,8 sein.

P{-04<d—10<04} P{9,6 < d <104} = P{|d — 10| < 0,4}

10,4 — 10 9,6 — 10
= P —e
ag o
0,4 —-0.4 0,4 0,4
= U(—)— Y )=V (—)+¥(—) -1
ag ag ag
4
= 2\1!(0’ )—1>08,
ag
0,4 1
\11(7) Z 7178:079a
o 2
also 0%1 > 1,29 bzw. o < % < 0,31. Somit darf die Standardabweichung nicht grofer als

0,31 sein, um das Ziel der ”80 %-Akzeptanz” zu erreichen.
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3) Wir setzen

2
Ox pPOXOY o ]
( pPOXOyY 0§2f ) = (ki) -

Z kjcjer = og(c% + poxoycica + poyoxcacy + J%cg
k=12
= 0%+ 2poxoycico + obcl
= (c1ox + capoy)? — cop’ol + 2oy
= (c10x + capoy)? + (1 = p?)c30%
also ist kjicjc; > 0 fiir alle ¢1, ¢ mit ¢} + ¢3 > 0 genau dann, wenn 1 — p? > 0 bzw. p? < 1
ist.

4a) Ausmultiplizieren ergibt

Tomx oy /I(yz—my)
Q* = —(z—mx,y—my) | U pDox T Ump)oxoy

plr—mx) + (y—my

(I-p?)oxoy 1—-p?)oy
1 T—Mx o T—mxy— My Y — My o
— -2 .
(1*,02)[( ox ) ox oy * oy /]

4b) Die Inverse der Matrix K ist die Transponierte der Matrix der algebraischen Komple-
mente von K dividiert durch det(K), also wegen det(K ) = 0% 0% (1 — p?)

T
Kl o— 1 U% pPOX Ty
o%oy(1—p%) \ poxoy  o%

_ 1 oy pPOXTY
207 poxoy ok

A 55
2 —p2)oxo
_ (1*Pp)‘7x (I-p % X0y —A.
T—P)oxor  T=p)od

Esist det(K) = 0% 0% (1 — p?), also gilt (fiir den in p(x, y) auftretenden Vorfaktor)
1 1
2roxoy/1—p?2  2my/det(K) ’

Voraussetzung fiir die Existenz von K~! = A ist det(K) # 0. Diese Voraussetzung ist fiir
p? < 1 erfiillt.

5) Die Zufallsgroe (Y| X = z) ist gemaf Satz 14.12 nach
Nimy +po (2 = mx),ovy/T=4%) = N(p,0)

verteilt, d.h.
EY|X=2) = 2+0,6(z—2)=06z+08
Var(Y|X = z) (0,25)%(1 — 0,36) = 0,04

und
P{y <Y <yp|X =2}
= p{¥_ EY|X=2) (Y|X=1x) - EY|X=1) b —EY|X = x)}
Var(Y|X =) Var(Y|X =) Var(Y|X =x)

)
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wobei YX=0)_FYIX=) gie standardisierte Zufallsgrofle von Y| X = z ist. Fiir die Wahr-
\/Var(Y\X:x)

scheinlichkeit ergibt sich fiir i = 0,6x + 0,8, 0 = 0,2

ys — 0,62 — 0,8 y; — 0,6z — 0,8

0,2 )= 0,2 )

P{y: <Y <ya| X =} = O

Beiy; = 1,9, y2 = 2,1 erhélt man fiir x = 1,5

4 2
04 (Y

- =d(2)—d(1) = 25 — 0,841345 ~ 0,136 .
072) (072) (2) — ®(1) = 0,97725 — 0,841345 ~ 0,136

Plyr <Y <y X = 1,5} = &(
Fiir = 2 und = = 2,5 ergibt sich entsprechend
P{y: <Y <X =2} = 0,382 und P{y; <Y <yp|X =25} ~ 0,136 .

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf Grundstiick B zwischen 1,9 und 2,1 m3 Wasser ver-
braucht wird, ist (unter den 3 betrachteten Fallen X = 1,5;2,0;2,5) am grofiten, wenn auf
Grundstiick A 2m? verbraucht wird. Das ist wegen p = 0,6 ganz plausibel.
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Kapitel 15

la,b) Empirische Haufigkeitsverteilung H,, (X = i) und Summenhaufigkeiten s; (empiri-
sche Wahrscheinlichkeitsverteilung f(z), siehe Abb. 1)

i ng H,(X =) si  P{Y=i}=2e?
0 57 0,022 0,022 0,021
1 203 0,078 0,100 0,081
2 383 0,147 0,247 0,156
3 525 0,201 0,448 0,201
4 532 0,204 0,652 0,194
5 408 0,156 0,808 0,150
6 273 0,105 0,913 0,097
7 139 0,053 0,966 0,054
8 45 0,017 0,983 0,026
9 27 0,010 0,993 0,011
10 16 0,006 0,999 0,004
n=2608 Y12 = 0,999 0,995%)

1c) Gesucht g5 mit 3,20 n; = % - 2608 = 1304, was “am besten” fiir ig 5 = 3 erfiillt ist.
im = 4 ist der empirische Modalwert.

1d) A = 3,87, P{Y = i} siehe Tabelle.

*) Die Differenz zu 1,000 hat zwei Griinde

- Rundungsfehler, aber insbesondere:

- die Ereignisse {X = i} fiir ¢ > 10 haben in der POISSON-Verteilung auch noch eine
positive Wahrscheinlichkeit.

00,

1.0 -

0.5

01 Mne 2S00

01234567 8 910X,

Abbildung 1:
Empirische Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion f(z) nach (15.1) und Histogramm

1le) x*-Anpassungstest
a = 0,05 wird gewéhlt, Stichprobenumfang n = 2608, Wahl der Klassen A ;:

Np=({X=0}),A={X=1}),..., A1p=({X >10})
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(ni—np:)®
n; Di np; o

57 0,021 548 230,5
203 0,081 211,2  830,1
383 0,156 406,8 36310
525 0,201  524,2 3,2
532 0,194 506,0 34845
408 0,150 391,2  1881,6
273 0,097 2530  4123,7
139 0,054  140,8 60,0
45 0,026 67,8 199938
27 0011 287 2627
16 0,009 235  6250,0

1,000 2608,0  40751,1

~.

SO0 U RO, O

Testgrofse nach (15.43):
40751,1
= ’ = 1 .
2608 56

Wegen X%o;o,% = 18,31 wird Hj nicht abgelehnt. Das Stichprobenergebnis (¢, n;) spricht
bei o = 0,05 nicht gegen die Annahme, dass die Stichprobe aus einer POISSON-verteilten
Gesamtheit stammt.

2) Mit n = 24000, H4000(A) = 0,5005, z = 1,64 erhdlt man aus (15.35), (15.36) p, = 0,4952,
po = 0,5058. Also ist

P{0,4952 < p(A) < 0,5058} ~ 0,90 .

Das gesuchte Intervall ist also [0,4952, 0,5058].

3a) Schitzwerte by, by fiir 3y, 1 nach (15.53): by = 1,04, by = 1,99. Schitzwert s? fiir 02 nach
(15.54): 52 = 0,066.

3b) Nach (15.55) ist
1 (1,55)2
2 p— ’ . = =
5= (g + 54773) 0,066 = 0,0089, sy = 0,094,
0,066
2 _ ) _ —
o= Fiag = 00012 51 = 0,035

Konfidenzintervalle fiir 5y, 81 folgen aus (15.56) mit t9.9 025 = 2,262:

Bo : (1,99 — 2,262 - 0,094, 1,99 + 2,262 - 0,094] = [1,78, 2,20]
b1 : (1,04 — 2,262 - 0,035, 1,04 + 2,262 - 0,035] = [0,96, 1,12] .
3c) Hypothesentests

Hy: p1 =1gegen Hy : B1 # 1;: Wegen
by — 1| = 0,04 < to.0.025 - 51 = 2,262 - 0,035 = 0,079

wird Hj nicht abgelehnt.
Hy: By =2gegen H; : By # 2; Wegen

|bo — 2| = 0,01 < t9.0,025 - So = 2,262 - 0,094 = 0,21
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Abbildung 2:
Messwerte und Regressionskurve y = 1,99 + 1,04 z fiir die Aufgabe 4

kann Hj, anhand der Stichprobe nicht abgelehnt werden.

4) Es ist

_ Y (i — 7)(yi — 9) 2 _ iy (@i — @)y — y)]? '
V@ =22/ (v — 9)? Sz —2)2 30 (v — 9)?
Mit a; = x; — Z, b; = y; — y folgt r? < 1 aus der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung.

5a) Aus (15.17) folgt

r

1
LZQZ%%:ZZ%/\/%, z%:\@z% (%)
Wegen ®(zq) =1 — § ist
o o
1—5:@(z%)=q>(\/§z%)>q>(z%):1_§7

also o/ < aund 1—¢o' > 1—q; die Sicherheitswahrscheinlichkeit wichst. Bei 1 —a = 0,90 i§t

S = 0,05, z0,05 = 1,64. Aus (*) ergibt sich 2., = \/520,05 =232, $(2,32) = 0,9898 =1 — &-.
2

Daraus folgt o/ = 0,0204 und 1 — o’ ~ 0,98.

5b) Aus (15.17) folgt: Der Stichprobenumfang muss vervierfacht werden.
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Seite Zeile Text im Buch zu ersetzen durch

163 10 von unten [ 0 D

164 10vonunten ..> 7" 9

175 10 S e Jheetat

175 11 Jy t*dx [y tr=tdt

178 8vonunten ~1-2+41-25=45 %2[%~1+%~2]:3

645 3 von unten e — CfBp SN ... + ¢y, COS ... e — €y By sin ... + cby, By, cOs ...

786  3vonunten  ..f"[ug](h,h) >0 o f"[uo](hy k) > ol|h|[% miteinem o > 0,

787 13 .f"[%0](h,h) > 0... «.f"[x0](h,h) > o||h||> miteinem & > 0...

787  13vonunten ...f"[ugl(h,h) < 0...f"[ug](h,h) < 0... ...f”[uol(h,h) < o||h]|%...f"[wo](h, k) < o||h||%-...




