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0 VORBEMERKUNGEN 3

0 Vorbemerkungen

Ausgangspunkt fiir die Vorlesung HM II fiir Ingenieure ist wie im 1. Semester die Frage, womit
der Ingenieur in seiner Arbeit konfrontiert wird. Es entstehen mathematische Aufgaben u.a. bei

e der mathematischen Modellierung von technischen Prozessen (z.B. chemische Reaktionen,
Rad-Schiene-Systeme, Dampferzeuger),

e der Optimierung von Prozessabliufen,

e der Beschreibung von natiirlichen Phinomenen wie Klima, Umwelt, aber auch z.B. der
Bevélkerungsentwicklung (Populationsdynamik) und

e der Experimentauswertung.

Die genannten Aufagbenstellungen bedeuten konkret

die Losung von Differentialgleichungen,

die Lésung von Eigenwertproblemen,

die Auswertung von Integralen,

die Bestimmung von Extremalstellen von Funktionen,

die Interpolation von Meflwerten und

die ndherungsweise Beschreibung von nichtlinearen Zusammenhéingen durch lineare oder
polynomiale Beziehungen.

Im Unterschied zur HM I werden auch funktionale Zusammenhinge, die von mehreren un-
abhingigen Variablen bestimmt werden, behandelt.

Die Themenabfolge und die Themenwahl richtete sich nach den in den letzten 3 Jahren gehal-
tenen ”"Hohere Mathematik fiir Ingenieure”-Veranstaltungen meiner Kollegen. Da die ”Hohere
Mathematik fiir Ingenieure” parallel gelesen wird, ist eine gewisse Synchronitit zur Vorlesung
von Prof. H. Bausch angestrebt worden, da in Ubungen und Tutorien vom gleichen thematischen
Fortgang der Vorlesungen ausgegangen wird. Deshalb habe ich auch Bezug auf die Vorlesung
von H. Bausch vom Sommersemester 1998 genommen.

Ich halte die dadurch vorgegebene Reihenfolge der Themen, die Mischung von algebraischen und
analytischen Themen sowie die sehr grofie Stofffiille fiir iiberdenkenswert und werde dies auch in
die laufenden Diskussionen um die Gestaltung von Service-Veranstaltungen des FB Mathematik
fiir Ingenieure einbringen.

Dieses Skript kann und will nicht die Standard-Lehrbiicher der ”Hoheren Mathematik fiir Inge-
nieure” [1], [4], [6], [5] oder [7] ersetzen, soll aber die mathematischen Themen incl. der grund-
legenden Axiome und Definitionen geschlossen, wenn auch weitestgehend ohne sophistische Be-
weise, darstellen. Aus diesem Grund werden im Skript auch Themen angesprochen, fiir die in
der Vorlesung kein Raum bleibt, die aber hinsichtlich einer halbwegs geschlossenen Darstel-
lung interessant sind. Da diese Themen bei Klausuren und Priifungen von Ingenieurstudenten
nicht gefragt sind, werden die entsprechenden Abschnitte mit einem * versehen, d.h. sie kénnen,
miissen aber nicht gelesen werden.

Da das Skript immer unter Zeitdruck geschrieben wurde, sind Fehler (hoffentlich nicht zu viele)
nicht zu vermeiden. Den Studenten, meiner Kollegin E. Schwarz und meinem Kollegen Dr. G.
Seifert, die freundlicherweise bereit waren das Manuskript auf offensichtliche Fehler durchzuse-
hen, moéchte ich recht herzlich danken.
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1 Integralrechnung

1.1 Volumen und Oberfliche von Rotationskérpern

Obwohl die Berechnung von Oberfléichenintegralen erst im Rahmen der Integralrechnung im R"
ausfithrlicher behandelt wird, kann man den Inhalt der Oberfliche bestimmter Kérper mit recht
einfachen Integralen berechnen.

Definition 1.1. (Rotationskérper)

Sei f(z) > 01in [a, b] eine stetige Funktion. Unter einem Rotationskoérper der Funktion f versteht
man den Kérper, der durch die Rotation des Funktionsgraphen {(z, f(z))|la < z < b} um die
x—Achse entsteht.

Das Volumen dieses Kérpers kann nun wie folgt berechnet werden.
Wir unterteilen das Intervall [a,b] in n Teilintervalle
b—a

(i, Tit1], 1=0,..s;n—1, z; =a+ih=a+1 .
n

Wenn wir uns aus dem Rotationskorper eine Scheibe iiber dem Intervall [z;, ;1] herauschneiden,
so erhalten wir einen Kegel, dessen Volumen V; ndherungsweise gleich

Vi = f2(mi)7rh

ist. Damit wird das gesamte Volumen des Rotationskorpers ndherungweise zu

n—1

V = Zf2(:1:i)7rh, & € [z, miga] -

0

Mit dem Grenziibergang n — oo konnen wir von der Summe zum Integral iibergehen und
folgendes anmerken.

Bemerkung 1.2. (Volumen eines Rotationskérpers)
Das Volumen des Rotationskérpers der Funktion f : [a,b] — R>o wird durch

b
V.= 7r/ f2(z) dzx
a
erklart.

Beispiel:
Zur Berechnung des Kugelvolumens einer Kugel mit dem Radius R betrachten wir die Funktion

flz)=Ry/1- (%)2, z€[~R,R].

Es ist leicht einzusehen, dafl der Rotationskérper von f genau die Kugel mit dem Radius R ist.
Fiir das Kugelvolumen errechnen wir nun

R 2 L \2 2 R L2
\% ’/T/RR( (R))dw ™R /R( (R))dx
3
_ om0 TR _ _pop B, R
= 7Rz 3R2)|,R—7rR [R 3 +R 3]

4
= §7TR3 .
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Ebenso einfach ist nun die Berechnung der Oberfliche eines Rotationskorpers. Wir benutzen
dazu die gleichen Teilintervalle wie bei der Volumenberechnung, und wenn wir aus dem Rotati-
onskorper eine Scheibe iiber dem Intervall [z;, ;1] herauschneiden, so erhalten wir einen Kegel,
dessen Oberfliche F; ndherungsweise gleich

F; =2 f(z;)As

ist, wobei sich aus dem Satz des Pythagoras As = \/h% + [f(zi+1) — f(2:)]? ergibt. Damit ergibt
sich die gesamte Oberfliche des Rotationskorpes ndherungweise zu

n—1
0

Mit dem Grenziibergang n — oo bzw. h — 0 kénnen wir von der Summe zum Integral iibergehen
und folgendes feststellen.

Bemerkung 1.3. (Mantelfliche eines Rotationskorpers)
Die Oberfliche des Rotationskérpers der Funktion f : [a,b] — R>o wird durch

b
Fo= 27r/ FVIF @] do
erklart.

1.2 Parameterintegrale

Mit der Gamma-Funktion,

der Bessel-Funktion

1 ™
In(z) == —/ cos(zsint —nt) dt. n €N,
T Jo

oder der Laplace-Transformierten einer Funktion

F(z) := /Ooof(t)ewt dt

treten in der Mathematik, der Physik und den meisten Ingenieurwissenschaften Funktionen
auf, die durch Integrale definiert sind. Dabei ist die unabhéngige Verdnderliche z jeweils ein
Parameter des Integrals. Da es in vielen dieser Félle nicht moglich ist eine Stammfunktion
zu berechnen, stellt sich die Frage nach Regeln fiir die Differentiation der Integrale nach dem
Parameter. Dazu sollen im Folgenden einige Regeln und Eigenschaften dargelegt werden.

Satz 1.4. (bestimmte Parameterintegrale)
Seien [a,b] und [c,d] abgeschlossene reelle Intervalle und die Funktion f stetig bez. des Parame-
ters x und integrierbar bez. der Verdnderlichen y. Dann gilt fir das Parameterintegral

d
F(w)::/f(w,y)dy, a<z<b,

e F ist in [a,b] stetig,
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o ist zusditzlich f auf [a,b] nach dem Parameter x stetig differenzierbar, dann ist F' differen-
zierbar mit der Ableitung

d d T
P = [ [0, (1)

Beispiel:
Betrachten wir die Bessel-Funktion, die in der Physik eine sehr grofie Rolle spielt. Gemifl dem
eben formulierten Satz konnen wir die Ableitung ausrechnen, es ergibt sich

1 T
J(x) = ——/ sin(z sint — nt) - sint dt .
T Jo
Héngen im Parameterintegral die Integrationsgrenzen noch vom Parameter = ab, dann gilt der
folgende Satz.

Satz 1.5. (Leibniz-Regel)
Sind neben den Voraussetzungen des Satzes 1.4 die Funktionen h(x) und g(z) stetig differen-
zierbare Funktionen, dann gilt

. d [
Pe = o Crwd 2

h(z) T
- /( ) % dy + f(z,h(z))W (z) - f(z,9(2))g (z) -

Beweis.
Es soll hier nur der Beweis fiir den Fall konstanter Integrationsgrenzen angedeutet werden.
Schreibt man F'(z) als Grenzwert eines Differenzenquotienten, so erhélt man

F'(z) = lim —[F(x + Az) — F(z)],

Az—0

und damit

.T

/ f(z+ Az, y — f(z,y) dy .

Acc—>0

Wenn man nutzt, daf§ der Limes unter das Integralzeichen gezogen werden kann (soll hier vor-
ausgesetzt werden), dann ist der Beweis erbracht. O

Beispiel:
Betrachten wir das Parameterintegral

1—|—I2 3 t
J(z) = / sinzt
1

xt

so erhalten wir fiir die Ableitung nach dem Satz 1.5

J'(z) =

/1+$2[cosxt B sinxtt] g+ sinz(1 + z?) _sinz
1 xt (xt)? z(1+ z?)
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1.3 Uneigentliche Integrale

Bei den bestimmten Integralen hatten wir
e von der zu integrierenden Funktion die Beschrianktheit gefordert und
e endliche Integrationsgrenzen vorausgesetzt.

Was passiert, wenn eine der beiden Voraussetzungen nicht erfiillt ist, d.h. wenn z.B. ein Integral

der Form
1
/ (=Inz)dx
0

betrachtet wird? Die Logarithmus-Funktion strebt fiir x — 0 gegen —oo. Allerdings ist das

Integral
1
/ (—Inz)dx
€

fiir jedes noch so kleine positive € definiert, so dafl man auch den Grenzwert

1

lim [ (—Inz)dz
e—0 /.

untersuchen kann. Wenn wir das tun, erhalten wir

1

lim [ (—Inz)dz = lim[—zInz + z]
e—0 [, e—0

1

=1+ lir%(elne —€).

€ [ d
Die Anwendung der Regel von I’'Hospital ergibt mit

. Inme—-1 . 1/e .
e T ye 9 =0

schliellich

1
lim [ (—Ilnz)dz=1.
e—0 [,
Wenn man das Integral als Inhalt der Fliche zwischen der x-Achse, dem Graph der Funktion
und der y-Achse versteht, so haben wir durch die obige Grenzwertbetrachtung den Flicheninhalt
1 berechnet.
Betrachten wir nun andererseits das Integral

1
1
/ —le‘ 3
0o T
so stellen wir fest, dafl die Funktion w% wie —Inz fiir x — 0 gegen oo strebt, aber im Gegensatz
zu der obigen Erfahrung der Grenzwert

1 1
lim/ —dr = lim[——]
e—0 e T e—0 T

ist, und damit nicht existiert. Die Graphen der Funktionen sind in der Abbildung 1 dargestellt
und man sieht, daB die Funktion —Inz im gesamten Intervall deutlich kleiner als die Funktion
w% ist, so daf} das Ergebnis der Grenzwertbetrachtung zumindest nicht ungewohnlich ist.

1

1
=—-1+1lim- =00
e—0 €

€
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Abbildung 1: Verlauf von —Inz und 5 im Intervall [0.1, 1]
Betrachten wir nun das Integral
o
1
1 x
so bedeutet dies praktisch den Grenzwert
a
1
lim —dz ,
a—x [ T
und man erhélt
1 1./ 1
lim —dr = lim[-~]| =—lim ~—(-1)=1.
a—© 1 T a—oo”  X7|g a—0o0 q

Es ist also auch im Falle unendlicher Grenzen moglich iiber eine Grenzwertbetrachtung zu ent-
scheiden, ob das Integral mit einer oder zwei unendlichen Grenzen als Grenzwert eines bestimm-
ten Integrals mit endlichen Grenzen konvergiert.

Definition 1.6. (uneigentliches Integral)
Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a, b) erklart und jedem Intervall [a,c],c < b,
stiickweise stetig, b € R U {oo}. Durch die Definitionen

/abf(w)dw = lim /:f(z)dar, bzw. /aoof(x)dm:: im [ f(z)de (3)

c—b—0 =0 J,
wird der Integralbegriff erweitert

a) auf Integranden, fiir die lim,_,; ¢ f(z) unbeschréinkt ist, und

b) auf unbeschrinkte Integrationsintervalle.

In den beiden Féllen nennt man die durch (3) definierten Integrale uneigentlich (uneigentlich
an der oberen Grenze).

Analog definiert man bei entsprechenden Verhéltnissen an der unteren Grenze die uneigentlichen
Integrale

b

b b b
/a flz)dz = cgﬁo/c f(z)dz, bzw. /_Oof(ac) dzr := lim f(z)dz . (4)

c——0Q c
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Man sagt ein uneigentliches Integral konvergiert, wenn der zugehorige Grenzwert existiert.
Anderenfalls divergiert das uneigentliche Integral.

Sind beide Integrationsgrenzen unendlich oder ist der Integrand an beiden Grenzen nicht be-
schrinkt oder ist eine Grenze unendlich und ist der Integrand an der anderen Grenze nicht
beschrénkt, so spricht man von einem an beiden Grenzen uneigentlichen Integral. In diesem Fall
definiert man das uneigentliche Integral durch

/abf(x)da:::/acf(x)dx+/cbf(x)d$,a<c<b, (5)

b 1)
= 1 d i d
Jim [ r@do+ tim [ 5 ds

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dal die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite un-

abhéngig voneinander zu bestimmen sind. Nur wenn beide Grenzwerte existieren, konvergiert
. . b

das uneigentliche Integral [ f(z)dx

Hat man das Integral f; f(z) dz zu berechnen und gibt es im Inneren des Intervalls [a, b] endlich
viele Polstellen oder Unendlichkeitsstellen der Funktion f(z), z.B. 1, ..., £,—1 mit

6a=x0 <21 < ... <Zp_1<xTp, =0,

dann setzt man

/f dx—i_jm (6)

wobei die Summanden der rechten Seite i.d.R. uneigentliche Integrale der oben besprochenen
Art sind. Bevor man also ein Integral berechnet, hat man neben dem Charakter der Intervall-
grenzen zu iiberpriifen, ob im Inneren des Integrationsintervalls kritische Punkte, an denen der
Integrand unendlich wird, existieren. Tut man das nicht, kann man bose Uberraschungen erle-
ben. Betrachten wir dazu das

Beispiel 1:
Die Funktion f(z) = 25 soll im Intervall [—1, 3] integriert werden. Kiimmert man sich nicht um
das Verhalten der Funktion im Inneren des Intervalls [—1, 3], dann errechnet man

. 3 -1 3

Denkt man daran, dafl die Funktion immer gréfer als 0 ist und das Integral ja als Flicheninhalt
interpretierbar ist, mufl man bei dem Resultat ins Griibeln kommen. Beriicksichtigt man, daf
die Funktion f(z) = z% fiir z — O iiber alle Grenzen wichst, so mufl man das Integral iiber die

Beziehung
31

berechnen. Man stellt sehr schnell fest, daf} beide Integrale auf der rechten Seite nicht konver-
gieren!

Im folgenden soll der Umgang und die Berechnung uneigentlicher Integrale anhand einiger Bei-
spiele dargestellt werden.

Beispiel 2:

Zu berechnen ist das Integral

/°° dz
oo 1+ 22’
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also ein Integral mit zwei unendlichen Grenzen. Wir spalten das Integral in zwei uneigentliche
Integrale auf und erhalten

*  dz 0 dz ©  dx * dx
2= 7t 5 =2 2
o 1+ 2z o 1+ o 1+=z o l1+=z

= 2 lim arctanz = «.
T—r0o0

Beispiel 3:

C

o0
/ et cos(wt)dt = lim [ e *' cos(wt) dt
0

c— 00 0

Wir berechnen zuerst die Stammfunktion [ e % cos(wt)dt und finden mit der partiellen Inte-
gration

/e_St cos(wt) dt = e** sin(wt) /w — /—se‘“ sin(wt)/w dt
= e ' sin(wt) /w + 2 /e_St sin(wt) dt
w

= e~tsinuwt) /o + Sl cos(wt))w — [ ~se~*(~ cos(wt) fwdt]

damit ergibt sich

g2

1+ )/eSt cos(wt) dt

w2

= e %' sin(wt) /w — 5€_St cos(wt) — 5€_St cos(wt)
bzw.
/eSt cos(wt) dt = — v 2efs':[sin(wt) _ 2 cos(wt)].
§° 4w w
Die Berechnung des Grenzwertes ergibt
t=c
cli)rgo T e *!sin(wt) — gcos(wt)] i = 52—1—;(4)2’

und damit konvergiert das uneigentliche Integral.

Bei den bisherigen Beispielen konnte man die Grenzwertbetrachtung auf der Grundlage der be-
stimmten Stammfunktion durchfithren. Dies ist leider nicht immer der Fall. In vielen Fillen ist
eine Bestimmung der Stammfunktion nicht moglich, so dal die Werte von uneigentlichen Inte-
gralen mit numerischen Methoden bestimmt werden miissen. Diese Berechnung soll an dieser
Stelle nicht weiter diskutiert werden. Es stellt sich aber die Frage, ob sich die Miihe iiberhaupt
lohnt. Es sind Kriterien gefragt, die, ohne den jeweiligen Wert des Integrals zu ermitteln, eine
Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz uneigentlicher Integrale zulassen.

Die folgenden Kriterien liefern Aussagen iiber Konvergenz oder Divergenz uneigentlicher Inte-
grale.
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Satz 1.7. (notwendige Konvergenzbedingung)
Ist f(z) > 0 und monoton fallend, dann folgt aus der Konvergenz des uneigentlichen Integrals

/:of(w) dz,

lim f(z) =0 gilt

T—00

dafs

Satz 1.8. (Majoranten-Minoranten-Kriterium,)
Ist f(z) > 0 und gilt g(z) > f(x) auf [a,00), dann gilt:

o o
a) konvergiert / g(z)dx dann konvergiert / f(z)dx,
a a
und
b) divergiert / f(x)dz dann divergiert / g(z)dx .

Im Fall a) nennt man g(x) konvergente Magjorante von f(x) und
im Fall b) nennt man f(z) divergente Minorante von g(z).

Satz 1.9. (absolute Konvergenz)
Konwvergiert das uneigentliche Integral

[ ir@s,

dann konvergiert das uneigentliche Integral

o0
a
Beispiel 4:

Die Konvergenz des uneigentlichen Integrals

soll gezeigt werden. Da eine Stammfunktion nicht gefunden werden kann, soll die Frage der
Konvergenz oder Divergenz mit dem Majoranten-Minoranten-Kriterium gezeigt werden. Hinrei-
chend fiir die Konvergenz ist die Konvergenz des uneigentlichen Integrals floo % dz. Fiir die

Funktion f(z) = |°Z—szw‘ findet man mit g(z) = z% eine konvergente Majorante und kann auf die
Konvergenz des Integrals floo 5% dz schliefien.

Beispiel 5:
Das Integral

00 Gin2
1
/ sin“ x + da
0 X

1

ist divergent, da man mit f(z) =  eine divergente Minorante findet, denn es gilt

sin?z +1
T

1 * do
x x

, = €(0,00) und /
0
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1 o0
:/d_x+/ dr _ lim (—Inc) + lim Inc = 00 + 0o = 0.
o T 1z

c—0+0 c—0o0

Aufgrund der Tatsache, dafl das uneigentliche Integral

o0
M
/ —dx
a $a

fiir a > 1 konvergiert, und dafl das uneigentliche Integral

o
N
/ —dz
e T
divergiert (M und N sind hier positive reelle Konstanten), kann man die folgenden Vergleichs-

kriterien formulieren.

Satz 1.10.
Sei f(z) fir x > a > 0 eine nichtnegative Funktion.

(a) Gibt es eine Zahl o > 1 und eine positive Konstante M mit

M
f(w)gz_aa

dann konvergiert das uneigentliche Integral

Amfuwm,
M

denn z ist eine konvergente Majorante von f.

(b) Gibt es eine positive Konsatnte N mit
N
z-f(z) >N baw. f(z) > —
x

bl

dann divergiert das uneigentliche Integral

me@ﬁm,

denn % ist eine divergente Minorante von f.

1.4 Numerische Integration

Die analytische Bestimmung einer Stammfunktion und die damit gegebene einfache Méglichkeit
der Berechnung von bestimmten Integralen ist nicht immer moglich oder auch sehr aufwendig.
In solchen Féllen kann man nur eine ndherungsweise Berechnung der Integrale auf numerischen
Weg vorzunehmen.

Auch im Fall der Vorgabe von Funktionen in Tabellenform (z.B. Ergebnisse einer Mefireihe)
kann keine analytische Integration durchgefiihrt werden.

In beiden Fillen, also

a) beim Nichtvorhandensein einer analytischen Stammfunktion oder
b) bei der Vorgabe eines funktionalen Zusammenhangs in Tabellenform
ist es moglich, den Integranden als Wertetabelle der Form

(anyO)a (xlayl)a ) (wn,yn)

vorzugeben, wobei im Fall a) die Wertepaare willkiirlich zusammengestellt werden konnen,
wahrend im Fall b) nur die n + 1 Wertepaare als Information iiber den funktionalen Zusam-
menhang vorliegen.
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1.4.1 Trapezregel

In Erinnerung an die Definition des bestimmten Integrals kann man das Integral

/abf(a:) dz

fiir die in Form einer Wertetabelle gegebenen Funktion f(z) durch die Formel

b n . .
/ fla) don Y0 Y g ) (7)
a i=1

anndhern. Die Abbildung 2 zeigt den Flicheninhalt im Ergebnis der Anwendung der Trapezregel
(7).

f(x)

! I
| | | | b X

%, b:m

Abbildung 2: Skizze zur numerischen Integration

Es wird deutlich, daf§ die Trapezregel den exakten Wert des Integrals einer Funktion f(x) liefert,
die in den Punkten xg,x1,...,z, die Funktionswerte vy, 1,-..,y» hat und in den Intervallen
[zi—1, ;] einen Wert als Ergebnis einer linearen Interpolation zwischen den Werten y;_; und y;,
also

T — Tj-1

f(@) =yi1+ —

P (Yi —yi—1) , T € [Ti—1, 4]

hat. Die Trapezregel ist damit nicht in der Lage, kompliziertere als lineare Verldufe der Funktion
zwischen den Stiitzstellen x; zu erfassen. Das bedeutet eine recht grobe Ndherung des Integrals
durch die Trapezregel.

1.4.2 Simpson’sche Formel

Eine genauere numerische Berechnung des Integrals ist mit der Simpson’schen Formel méoglich.
Ausgangspunkt ist wiederum eine Wertetabelle der Form
(:I"Oa yO)a (J;layl)a IRRN (wnayn)

wobei wir allerdings fordern, dafl n eine gerade Zahl ist, also die Darstellung n = 2m, m € N,
hat.
Betrachten wir zum Beispiel die Wertetabelle

0,1),(1,4),(2,2)
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zur sehr groben, diskreten Beschreibung einer Funktion f(z) im Intervall [0, 2]. Die numerische
Berechnung des Integrals mit der Trapezregel ergibt

/Qf(x)dwz1-2.5+1-3:5.5. (8)
0

Wenn die Funktion aber etwa den in der Abb. 3 skizzierten Verlauf hat, also nicht eckig, sondern
7glatt” ist, dann ist der mit der Trapezregel berechnete Wert nur eine sehr grobe Niherung. Aus
der Beschiftigung mit der Interpolation wissen wir, dafl man durch die Punkte (0, 1), (1,4), (2, 2)
ein eindeutig bestimmtes quadratisches Polynom ps(z) legen kann. Das Laplace’sche Interpola-
tionspolynom (siche HM I) ergibt

(z —1)(z —2)

polz) = ; g m(w_; 2) e x(m2— 1)

- 2.

Nun bietet sich zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals der punktweise gegebenen Funk-
tion iiber dem Intervall [0,2] die Integration von pa(z) in den Grenzen 0 und 2 an, also

2 2 1
/Of(x)d:vN/O pala)dz = 114 4-4+2] = 6.3333 9)

Aus der Abb. 3 wird sichtbar, da§ mit der Nidherungsbeziehung (9) ein genaueres Ergebnis
erzielt wird, als mit der Trapezformel (8). Die Strichlinie bedeutet dabei die lineare Interpolation
zwischen den Stiitzwerten.

f(x)

/ Polynom 2. Grades B(x)

tatséchlicher
Verlauf des

Funktionsgraphen

Abbildung 3: lineare und polynomiale Interpolation

Nun kann man diese Uberlegung der Niherung der Funktion mit einem Polynom 2. Grades

auf das gesamte Integrationsintervall [zg, z,] = [a, b] iibertragen. Zur vereinfachten Darstellung
nehmen wir eine dquidistante Stiitzstellenverteilung x; = o9 +i-h, h = ”_Ta, 1=0,...,n, an.
Da n eine gerade Zahl ist, kann man Teilintervalle [zof 2, 2], kK = 1,...,m, bilden, und es gilt

[0, Zn] = UjL[Tok—2, Tok] -

In jedem der Teilintervalle [zof 2, Zox| bestimmt man nun fiir die Wertepaare

(Tok—2,Y2k—2)s (Tor—1,Y2k—1), (T2k s Y2k)
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ein quadratisches Polynom py j(z), das eindeutig festgelegt ist. Man rechnet nun leicht die Be-
ziehung

T2k h
/ P2k = g[yzk—Q + 4yok—1 + yor]
X

2k—2

nach und erhilt die zusammengesetzte Quadraturformel

b m Tog
/ f@yd =Y [ pople) do =
a k=1"Y T2k-2
h
g[yo +4y1 + 2y + 4ys + 2ys + - + dyn—1 + yn] - (10)

Die Formel (10) wird auch Simpson’sche Formel genannt. Mit (10) liegt nun eine Integrati-
onsformel vor, die i.allg. eine genauere Niaherung des Integrals der Funktion f(z) ergibt, als die
Trapezformel.

1.4.3 Fehler der numerischen Integration

Die Genauigkeit der Trapez-Formel oder der Simpson’schen Formel erhdlt man durch Restglied-
abschétzungen.

Satz 1.11. (Restgliedformeln)
Es gelten die Beziehungen

b 1 1 b— a)h?
/f(ﬂ?)=h[5y0+y1+y2+y3+y4+---+yn—1+§yn]—f(2)(§)( 1;)
und
b h (4) ¢ (b — a)*
/f(ac)zg[yo+4y1+2y2+4y3+2y4+---+4yn1+yn]—f (S)W

und damit ergeben sich Fehler der Ordnung O(h?) fir die Trapezformel und O(h*) fir die Simp-
son’sche Formel (€ ist hier ein Zwischenwert aus dem Intervall (a,b)).

1.5 Interpolation

Bei der numerischen Integration wurde im Falle der Vorgabe einer Funktion in Form einer Wer-
tetabelle zur ndherungsweisen Integration eine Interpolation durchgefiihrt. Bei der Trapezregel
wurde linear interpoliert und bei der Simpson’schen Regel wurde stiickweise mit quadratischen
Polynomen interpoliert.

Generell geht es bei der Interpolation um die Erzeugung von kontinuierlichen Funktionen, die
vorgegebene Werte an bestimmten Siitzstellen haben. Gegeben ist eine diskrete Wertetabelle

($0>y0)’($1;y1)7""(J;nayn) . (11)

Gesucht ist eine stetige und differenzierbare Funktion f(z), f : [zo,z,] — R, fiir die im Intervall
[5601 xn]

gilt.
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1.5.1 Lagrange-Interpolation

In der HM I-Vorlesung haben wir uns mit den Lagrange-Polynomen befafit. Wir haben festge-
stellt, da8 bei Vorgabe einer Wertetabelle (11) unter der Voraussetzung, daf§ z; # z; fiir ¢ # j
gilt, genau ein Polynom n—ten Grades p,(z) mit der Eigenschaft

pnlz) =y, 7=0,1,...,n,

existiert. Polynome sind stetig und differenzierbar, so dafl sie als Interpolationsfunktionen ge-
eignet sind. Das Lagrange-Polynom hat die Form

pu(@) =Y Li(x)y; ,
§=0

wobei L;(z) die Lagrange-Koeffizientenpolynome der Form

Lj(z) = w,_:vii
i=0,izg T3 T
sind. Fir die Wertetabelle
;|1 2 3 4 7 10 12 13 15
v |3 2 6 7 9 15 18 27 30

erhilt man mit der Lagrange-Interpolation ein Polynom 8. Grades mit dem in der Abbildung 4
dargestellten Verlauf.

30

25

20

15

10

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Abbildung 4: Polynom 8. Grades

1.5.2 Newton-Interpolation

Die Newton-Interpolation ist ebenso wie die Lagrange-Interpolation eine Polynom-Interpolation.
Die Problemstellung ist wie gehabt. Es ist eine Wertetabelle (z;,v;) , i =0, ..., n, gegeben, und
eine stetige und differenzierbare Funktion f(z) gesucht, fiir die im Intervall [zg, z,] in den Stiitz-
werten f(xz;) = y; gilt. Da das Ergebnis bei der Newton-Interpolation ein Polynom n—ten Grades
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sein soll, erhélt man das gleiche Polynom wie bei der Lagrange-Interpolation, da es genau ein
Polynom n—ten Grades mit den geforderten Eigenschaften gibt.

Der Unterschied zwischen Newton- und Lagrange-Interpolation besteht in der konkreten Berech-
nung des Polynoms. Das Verfahren geht von dem Ansatz

pn(z) = by +bi(z —xz0) + b2z — zo)(z — 1) + -+ + (12)

bp(z — zo)(z — 1) ... (. — Tp—1)

aus. Die Koeffizienten werden nun wieder so bestimmt, daf§ das Polynom py,(z) durch die Punkte
(z3,95) , 1=0,...,n, verlduft. Man erhélt das gestaffelte Gleichungssystem

Yo = bo (13)
y1 = bo+bi(z1 — zo)
y2 = bo+bi(ze — z0) + ba(z2 — z0) (22 — 21)

Yn = b()-f-bl(:L'n —:L'()) -}-bg(.’l,‘n —IC())(IEn —.T1) + -+

bp(zn — z0)(Tn — x1) ... (T, — Tp—1)

zur Bestimmung der Koeflizienten b;. Man sieht, dafl die Berechnung rekursiv erfolgen kann.
Hat man by, so kann man damit b; berechnen, und mit by und b; kann man b, berechnen usw..
Bei der schrittweisen Auflésung des Systems (13) 148t sich fiir jeden Koeffizienten b; eine Formel
mit Hilfe dividierter Differenzen angeben.

Sind von einer Funktion f(z) an n + 1 Stiitzstellen zg, 1, ...z, die zugehorigen Funktionswerte
yo = f(zo), .-, yn = f(zn) gegeben, so lassen sich die dividierten Differenzen, auch Steigungen
genannt, der Ordnung 0 bis n berechnen. Wir definieren die Steigungen 0. Ordnung

[zi]]==v;, 1=0,...n,
die Steigungen 1. Ordnung

[2i2;] := ] — 5] , 4,7 =0,..,n, i # 7,
r; — J,‘J

und allgemein die Steigungen r—ter Ordnung

[IE'!E'_H Tit ] L ["Ei+1---$i+7"] — [mi---$i+r71]
iLi41 - Lidr| = .

Lty — T4

Eine wichtige Eigenschaft der dividierten Differenzen ist die Symmetrie in ihren Argumenten,
d.h., es gilt z.B.

[onl...xn] = [ibnibnfl....’lto] = [xklxk2...xkn] ;

wobei ki, ks, ..., k,, irgendeine beliebige Vertauschung (Permutation) der Indizes 1,2,...,n ist.
Mit den eben erklirten Steigungen kann man p,(z) auch in der Form

pn(z) = [zo] + [moz1](Z — Z0) + [TOT1Z2)(T — T0) (T — 1) + -+ - + (14)

[xoz1...zp](x — xo)(x — 1) ... (T — 1)

notieren. Mit den Formeln der Steigungen 148t sich ein sogenanntes Steigungsschema oder Sche-
ma zur Berechnung der dividierten Differenzen aufstellen. Hat man z.B. die Wertetabelle
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Ly

Yi

1 2
2

3
6

vorgegeben, also die Ausgangsposition fiir ein Polynom 2. Grades. Dafiir kann man das Schema

Tiv2 =T | Tip1 —Ti | T | Yi | A | [Big1,23] | A | [222130)]
1|3
1 -1]-1
2 2 |2 5 | 2.5
1 4 |4
3 |6
aufstellen, und erhélt
[xo] =1 [z1m0] = -1 [®2T1T0] =2.5 .

Damit erhélt man das Newton’sche Interpolationspolynom

p2(z) = [zo] + [z120](z — 20) + [T27120](T — T0) (T — 1)
= 3—-(z—-1)+25-(z—-1)(z—-2),
das mit dem Lagrange-Interpolationspolynom

(z —2)(x —3)
(1=2)(1-3)

(z —1)(x —3) x
(2-1)(2-3) (3 —

p2(z) =3
iibereinstimmt (bitte nachrechnen!).

1.5.3 Spline-Interpolation

Die Polynominterpolation hat den Vorteil, da} man im Ergebnis mit dem Polynom n—ten Gra-
des eine Funktion erhilt, die zum einen die geforderten Eigenschaften hat, und zweitens in Form
einer geschlossenen Formel vorliegt. In der Abbildung 4 ist aber zu sehen, dafl schon bei einem
Polynom 8. Grades, also einer Interpolationsfunktion fiir 9 vorgegebene Wertepaare starke Os-
zillationen im Funktionsverlauf auftreten.

Eine Moglichkeit, dies zu vermeiden ist die lineare Interpolation oder als Konsequenz der Simp-
son’schen Integrationsformel die stiickweise Interpolation mit quadratischen Polynomen. Aller-
dings verliert man in beiden Fillen die Differenzierbarkeit der Interpolationsfunktion auf dem
gesamten Intervall (a,b).

Einen Ausweg bietet die sogenannte Spline-Interpolation. Diese Methodik geht auf die Losung
eines Variationsproblems aus der Mechanik zuriick und liefert im Unterschied zur polynomialen
Interpolation meistens wesentlich brauchbarere Ergebnisse. Gegeben sind wiederum Datenpaare

("L‘anﬂ)a (‘Tla y1)7 IRRN (wna yn)a
und gesucht werden bei der Spline-Interpolation Polynome

pi(z) = ai+Bi(z— i) +7(@ — ) + 6i(z — )3,
D [:EZ',.’L‘i+1] -+ R 2=0,....,nmn—1,

(15)

so dafl die aus diesen stiickweise zusammengesetzte Funktion s : [zg,z,] = R
1) alle Daten interpoliert,

2) zweimal stetig differenzierbar ist und
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3) die Forderung s"(zy) = s"(z,) = 0 erfiillt.

Die sorgfiiltige Auswertung der Forderungen 1, 2 und 3 an die Funktionen p; ergibt den folgenden
Algorithmus zur Bestimmung der Koeffizienten «;, 5;,;, d;:

a) Losung des linearen Gleichungssystems
hi—1mi_1 + 2(hi—1 + hi)m; + himip1 = ¢, i =1,...,n — 1,
mit

6
mo = 1n =0, hi = zip1 — @i und & = 5= (i — i) = 5— (Ui —vi1).
(3 11—

Yirl — Yi  2m; + M Mit1 — My
o :=Yi, Bi = 1+h- L 6 o — .
]

6h;

e
hi, vi = 71, 0; :=

Die Abbildung 5 zeigt das Ergebnis der Spline-Interpolation im Vergleich mit der Polynomin-
terpolation zur Losung der Interpolationsaufgabe

3 4 7 10 12 13 15
6 7 9 15 18 27 30

ZI; 1
yi |3

2
2

Dabei wird deutlich, daf die Spline-Interpolation wesentlich weniger Oszillationen beinhaltet als
die Polynominterpolation.

35 T T T T T T

'Ipoly.dat’ ——
‘spline_datl’---— |

30 | 'tab. s

25
20
15 +
10 +

5 b

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Abbildung 5: kubischer Spline und Polynom 8. Grades
Noch problematischer wird das Ergebnis, wenn man mehr als 10 Stiitzstellen hat und somit im

Ergebnis der Polynominterpolation ein Polynom 10. oder hoheren Grades erhilt. Wenn wir zum
Beispiel die Interpolationsaufgabe

z |1 2 3 4 7 10 12 13 15 16 18 20
v |3 2 6 7 9 15 18 27 30 25 20 20

betrachten, sieht man in der Abbildung 6 deutlich die Unzulinglichkeiten der Polynominterpo-
lation.
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40

30
20 |
10
0

210 |
20 |
.30 |
240 |
50 |
.60 |
-70

0 5

10 15 20

Abbildung 6: kubischer Spline und Polynom 11. Grades

20

1.5.4 Vor- und Nachteile von Polynominterpolationen und Spline-Interpolationen

Die Vor- und Nachteile von Polynom- und Splineinterpolation lassen sich in der folgenden Ta-

belle zusammenfassen.

‘ Methode ‘ Vorteil ‘ Nachteil
Lagrange- leichte Berechenbarkeit des | Neuberechnung bei Hinzunahme
Interpolation | Polynoms, von Stiitzstellen,
geschlossene Formel starke Oszillationen bei
mehr als 10 Stiitzstellen.
Newton- leichte Berechenbarkeit des | starke Oszillationen bei
Interpolation | Polynoms, mehr als 10 Stiitzstellen.
geschlossene Formel,
einfache Erweiterung der
Formel bei
Stiitzstellenhinzunahme
Spline- keine ”unnatiirlichen” keine geschlossene Formel,
Interpolation | Oszillationen groferer Berechnungsaufwand
als bei der Polynominterpolation.
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2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Einfiihrende Beispiele

Beispiel 1 - der radioaktive Zerfall:
Wir wollen den zeitlichen Ablauf des Zerfalls von radioaktiven Stoffen beschreiben. Sei m(t) die
zum Zeitpunkt ¢ vorhandene Menge eines radioaktiven Stoffes. Die Erfahrung zeigt

m(t + h) —m(t) ~m(t)h,

wobei h > 0 ein kleiner Zeitabschnitt sein soll. Mit dem Proportionalitédtsfaktor £ > 0 hat man
also
m(t+h) —m(t) = —km(t)h.

Nach Division durch A und der Betrachtung des Grenziibergangs h — 0 erhélt man schlieflich

dm(t)
dt
Die Gleichung (16) stellt ein mathematisches Modell fiir den zeitlichen Ablauf des Zerfalls
eines radioaktiven Stoffes mit der Zerfallskonstanten k dar.

= —km(t) bzw. m/(t) = —km(t). (16)

Beispiel 2 - Abkiihlung bzw. Erwirmung eines ”idealen” Korpers:

Die zeitliche Anderung der Temperatur eines Korpers ist proportional zur Differenz der Tem-
peratur des Korpers und der Umgebungstemperatur. Als mathematisches Modell erhilt man
analog zum Beispiel 1 schliefflich die Gleichung

dT
o ~ kT -Tu), (17)

wobei T;, die Umgebungstemperatur des Korpers ist und k£ < 0 eine Materialkonstante ist.

Die Gleichungen (16) und (17) stellen physikalische Sachverhalte in Form von mathematischen
Modellen - Differentialgleichungen - dar.

In beiden Fillen sind Funktionen m(t) bzw. T'(t) gesucht, die die jeweiligen Gleichungen erfiillen.
In der Regel gibt es mehrere Losungen. Die Auswahl von physikalisch sinnvollen Lésungen erfolgt
mit Fixierung von Forderungen an die Losung zu einem bestimmten Zeitpunkt (Anfangsbedin-
gungen) oder an einem bestimmten Ort (Randbedingungen).

Zu 16sende Probleme:

1) Aufstellen der DGL! - mathematische Modellierung z.B. eines technischen Problems,
2) Formulierung physikalisch sinnvoller Anfangs- oder Randbedingungen

3) Losen der DGL

2.2 Allgemeine Begriffe

Definition 2.1.

Eine gewohnliche DGL n-ter Ordnung fiir eine Funktion y = y(z) ist eine Gleichung zwischen
z, y und den Ableitungen von y bis einschliellich n-ter Ordnung.

Explizite Form der DGL:

n)

y™ = f(z,y,9,y", .y y™ V)

Implizite Form der DGL:
F(‘T’ y’ yl’ y”’ =" y(n)) = O

'DGL = Differentialgleichung
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Definition 2.2.

Als Lésung oder Integral einer DGL bezeichnet man jede Funktion, die die DGL erfiillt (die
beim Einsetzen in die DGL diese zu einer Identitit macht).

Bemerkungen:
Eine DGL hat i.a. unendlich viele Lésungen, z.B.

y=z

hat die Losungen y = %2 + C, wobei die Konstante C nicht niher bestimmt ist (C' € R).
I.d.R. interessiert man sich nur fiir eine ganz spezielle Losung, die bestimmten zusitzlichen
Bedingungen geniigt.

Sind die Bedingungen fiir genau einen Wert der unabhéngigen Variablen vorgegeben, so nennt
man sie Anfangsbedingungen, anderenfalls Randbedingungen.

e Anfangswertproblem (AWP) — DGL + Anfangsbed.

e Randwertproblem (RWP) — DGL + Randbed.

2.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung - Allgemeines

Die DGL sei in expliziter Form
y' = f(z,y)

gegeben. Durch die DGL wird fiir jeden Punkt (z,y) € Dy (Definitionsbereich von f) ein Anstieg
y' der Losungskurve vorgegeben. Eine kurze Strecke der Steigung an einem Punkt bezeichnet
man auch als Linienelement der Losungskurve. Die Gesamtheit aller Linienelemente nennt man

das Richtungsfeld. Den Losungen von 3’ = f(z,y) entsprechen jetzt Kurven, die in das Rich-
tungsfeld ”passen”.

;

L SN N N AN
-~ - - = -

;

I -
- _— — — —
S/ S s S S

iO

Abbildung 7: Richtungsfeld der DGL (17)

Definition 2.3.

Hat eine Losung y = ¥(z) die Eigenschaft, da§ durch jeden ihrer Punkte mindestens eine weitere
Losung verlduft, so nennt man sie singulére Lisung.



2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 23

Satz 2.4. (Ewistenz- und Einzigkeitssatz (Cauchy))
Das AWPy' = f(z,y), y(zo) = yo mit (zo,y0) € Dy hat mindestens eine Losung, wenn f(z,y)
auf Dy = [—a,a] x [=b,b], a,b € R fest, eine stetige Funktion ist. Ferner seien M und h durch

b
M = max z, und h = min(a, —
vy |/ (z,y) (a; 57)
erklart. Dann hat das AWP in der Umgebung Uy(zo) = {z | |z — 0| < h} genau eine Lisung,
wenn f(x,y) auf Dy Lipschitzstetig ist, d.h., wenn es eine Konstante L gibt mit

|f (z,y) — f(z,9)| < Lly —g| fir alle (z,y),(z,9) € Dy .

Anmerkung:

Das Verstindnis dieses Satzes (und einiger folgender) erfordert Kenntnisse der Analysis von
Funktionen mehrerer Verdnderlicher - Analysis im R”. Die Sachverhalte werden deshalb nur aus
Griinden der weitestgehend vollstdndigen Darstellung erwéhnt. Sie sind fiir die im folgenden
diskutierten praktischen Losungsmethoden fiir DGL nicht von spezieller Bedeutung.

Satz 2.5.

Sind die Bedingungen des Satzes von Cauchy erfillt, bilden die Lisungen der DGL y' = f(x,y)
eine Schar y = ¢(z,C), wobei jeder Anfangsbedingung (aus Dy) genau ein Wert von C ent-
spricht.

Definition 2.6.
y = ¢(z,C) heifit allgemeine Losung der DGL y' = f(z,y). Ersetzt man C durch einen
konkreten Wert C' = Cj, so erhilt man die partikulire Losung y = ¢(z, Cp).

Folgerung;:

In allen Punkten (z, ¥(z)) einer singuliren Losung ist die Einzigkeitsbedingung nicht erfiillt.
Bemerkung:

Eine singuldre Losung ist i.a. nicht in der allgemeinen Ldsung enthalten.

Beispiel:

y' = /y| besitzt (a) die singulire Lésung y(z) = 0, und (b) Losungen y(z) = Hz—c)? fiiry > 0
bzw. y(z) = —1(z — ¢)? fiir y < 0 (bitte nachrechnen). Man kann nun mittels der Lésungen (a)

und (b) durch jeden Punkt (xy,0) unendlich viele Lésungen angeben.

2.4 DGLn mit trennbaren Variablen

Allgemeine Form:

r_ g(=) (18)

 h(y)
g, h stetig in z bzw. y. Seien g und A frei von Nullstellen. Mit

6a) = ["gwa ) = / " (t) dt

seien die Stammfunktionen von g und h bezeichnet. Weiterhin sei H~! die Umkehrfunktion von
H, d.h. es gilt
H '(H(z)) ==z.
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H~! existiert, falls h = H' (Stammfunktion) nirgends verschwindet (wurde eben vorausgesetzt).
Wenn wir die DGL in der Form

hy)y'(z) = g(z)

schreiben, ergibt sich nach der Integration nach z (Substitution)
H(y(z)) = G(z) + C,

was man durch Differentiation sofort bestitigen kann. Durch Anwendung der Umkehrfunktion
H~! erhilt man schlieBlich mit

y(z) = H'[H(y(z))] = H(G(z) + C)

die allgemeine Losung unserer DGL (18).

Fiir DGLn mit getrennten Verdnderlichen fassen wir das folgende Losungsschema zusammen:

1. Man schreibe die DGL y' = % in der Form h(y)y'(z) = g(z) bzw. h(y) dy = g(z) dz.

2. Man integriere die linke Seite beziiglich y und die rechte Seite beziigl. z.

3. Man I6se die dadurch entstehende Gleichung

nach y auf.

Beispiel 1:
Wir betrachten die DGL
Yy =zy,

die wir in der Form J
gy =gdz, (y#0)

schreiben. Nun integrieren wir die linke Seite beziiglich ¥, die rechte beziiglich z und erhalten

2
xz
ln|y|:?+ca

also

2 2
ly| = e 10 =eCe .

Damit folgt

22 22

y=+eCe7T =Cler (Cy € R).

Beispiel 2:
Eine chemische Reaktion erster Ordnung mit der Sattigungskonzentration ¢y und der Reakti-
onskonstanten k£ wird durch die DGL

y' = k(co—y)
beschrieben. Mit g(t) = k = const. und h(y) =

o=y ergibt sich nach dem obigen Schema

Nach Integration erhilt man
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also

1
—Injcg—y|=In—=kt+C.
co =y

Die Auflésung nach y ergibt

1
L ktHC _ Okt

lco =yl
bzw.
co—y=te “ekt=Crett

und damit die allgemeine Losung
y(t) = co — Cre Ft.

Die Konstante C ergibt sich zu ¢y, wenn die Konzentration zum Zeitpunkt ¢ = 0 gleich 0 sein
soll.

2.4.1 Ahnlichkeits-DGL
a) DGL der Form 4’ = ¢(%):

T
Diese DGL 148t sich iiber eine Substitution auf eine DGL mit getrennten Variablen zuriickfithren.
Dabei fordern wir von ¢ die stetige Differenzierbarkeit.

Y

u=— = y=zu - v =u+zu = ¢(u)
zu' =¢(u) —u — u':W.

Damit hat man

du dx du
Beispiel:
Ty oyl oy _u
y_xQ—yQ_l—(y/x)Q_ (J;) ¢(u)_1—u2'

Man findet nun

d 1—u?
/7uu:ln|a:|+0 bzw. /—udu:ln|x|—l—0,

T u—u(l —u?)

1—u? 1
3 du =n|z|+C — —ﬁ—ln|u|:ln\w|+6’.

Die Riicksubstitution ergibt schlieBlich mit

2 o? _
—;?=1nly|+0 - yl=e

bzw.

22

y = Cl ei 2742
die allgemeine Lésung in impliziter Form.

b) DGL der Form 3’ = ¢(azx + by + ¢), b # 0:
Wenn ¢ wieder eine stetig differenzierbare Funktion ist, erhélt man mit der Substitution
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z=ax+by+cund 2’ =a+ by
die Gleichung

!
Y =5 = 4(2)
und damit die Gleichung
2 =a+bg(z),
also eine DGL mit getrennten Variablen.
Beispiel:
Die DGL

Y =Q2z+3)? =dlac+by+c) , a=2,b=3,¢c=0)
kann man nach der Substitution z = 2z + 3y als DGL
2 =a+bp(z) =2+ 322
aufschreiben. Die Trennung der Variablen

dz

=d
2 + 322 v

fithrt schliefflich zu der Gleichung

dz

Fiir das Integral auf der linken Seite erhilt man iiber die Substitution ¢ := \/g z schlieBllich

f et g3
2+3z2—\/6arcan 221

Damit folgt aus der Gleichung (19)

3
arctan(\/;z) =V6(z+0C).
Die Auflésung nach z ergibt
2
o(z) = \/;tan(\/é(a: +0)),
woraus sich nach der Riicksubstitution z = 2z + 3y die Losung

y(o) = 5(a(0) — 20) = 513/ 3tan(vB(z + C)) - 22]

ergibt.

2.4.2 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten Gleichungen mit der allgemeinen Form

a(z)y' +b(z)y = c(z) .

Wir setzen im Folgenden voraus, da8 a, b, ¢ stetig in z sind und dafl a(z) # 0 ist. Die Division
durch a ergibt

y +p(x)y = q(z) , (20)
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c(z)

wobei p(z) = @)’ q(z) = a(z) auch stetige Funktionen in z sind.

Bemerkung:
Existenz- und Einzigkeitsbedingungen sind immer erfiillt, es gibt keine singuliren Losungen.

Definition 2.7.
Die DGL (20) heifit homogen linear, falls g(z) = 0 ist, anderenfalls inhomogen linear.

Die homogene lineare DGL
y' +p(@)y =0

ist Spezialfall einer DGL mit getrennten Variablen, so daf} sich aus

— = —p(z)dr — Inly|l = —/p(x) dz +C
mit
ly| = eCe [P }yw = Che JP@)dz

die allgemeine Losung der homogenen linearen DGL ergibt.

Allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL:
Gewinnung durch die Methode der Variation der Konstanten. Die Konstante Cy (der allge-
meinen Losung der homogenen DGL) wird variiert, d.h., als eine Funktion C' = C(z) betrachtet!

Das Einsetzen des Ansatzes
Yy = C($)€_ fp(i) di

in die Gleichung (20) ergibt
C'(z)e” 17D _ C(a)p(a)e” IPOD 1 p(a)C(x)e™ [P ¥ = g(a) .
Weiterhin erhilt man
C'(z)e~ I P@E — 4(2) - CO'(z) = q(z)e/ PO B 5 O(z) = / q(@)e/ P® i gz 4 ¢
und damit die allgemeine Losung
o) = POy + [ g(@)el 7D az (21
der inhomogenen linearen DGL. In der Schreibweise
y(z) = Cy e~ Jp(@)di + e~ [ p(2)dz / q(zfc)efp(”:”) 4z gz

sieht man, daB sich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL als Summe aus der
allgemeinen Losung der homogenen linearen DGL und einer partikuldren Losung der inhomo-
genen linearen DGL fiir C; = 0 (oder irgendeine andere partikulire Losung) ergibt.

Bemerkung:
In der allgemeinen Losung ist fiir beide Integrale [ p(z) dz die gleiche Stammfunktion zu wihlen!

Bei einem AWP mit der Vorgabe der Bedingung y(z¢) = yo ergibt sich aus (21) mit

y(w) = ¢ FraPO% @y 4 / " (&) PO ey

Zo
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die Losung des Anfangswertproblems.
Beispiel 1:

Berechnung der Stromstéirke in einem Stromkreis mit Selbstinduktion.

dl

dt’

mit der Spannung U, der Stromstéirke I, dem Koeffizienten der Selbstinduktion L, dem Wider-
stand R und der Zeit t. Mit der Anfangsbedingung I(0) = Iy erhilt man die Losung

U=IR+L

¢
I(t) = e_%t[fo + %/ U(T)e%TdT] .
0

Fiir den Spezialfall U = const. ergibt sich durch die Grenzwertbetrachtung lim; o, I(t) = % das
Ohm’sche Gesetz. Bitte nachrechnen!

Beispiel 2:
Bernoulli’sche DGL

v +p(z)y = q(z)y", n#£0,1 (n=0: inhom.lin.DGL, n =1: homog.lin.DGL).

Diese Gleichung 148t sich mit der Substitution

n

u(z) =y~
auf eine lineare DGL zuriickfithren. Es ergibt sich
' + (1 —n)p(z)u = q(z)(1 —n) .

Nach der Losung erhilt man nach der Riicksubstitution die Losung der Bernoulli’schen DGL.
Bitte mit dem Beispiel
zy —dy =1y, x#0,y >0

selbst iiben (Losung: y = z*(C + 5 In|z|)?)!

2.5 Lineare Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung
Unter einem linearen System 1-ter Ordnung versteht man eine Gleichung der Form
Y(2)=A(z)y(=) +8, Al@)=lai(@)]ij=1,.m , (22)

wobei a;j(z), i,j = 1,...,n Funktionen sind. Dabei sind y und g Spaltenvektoren mit n Kom-
ponenten. Als Beispiel eines DGL-Systems 1-ter Ordnung betrachten wir

1 1
) ) | Tz PO ( % ) ( >
= +

also die beiden gekoppelten linearen DGL

—8 =

1 1 1
ro_ -
B o= .’L‘(]. +x2)y1 + .Tz(l +x2)y2 + z
2 2
, T 1+ 2z
= — 1. 23
Y2 1+x2y1+x(1+x2)y2+ (23)

Ist die ”rechte Seite” g = 0, dann nennt man das DGL-System (22) homogen, anderenfalls
inhomogen.
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Satz 2.8. (Ldsbarkeit)

Die Elemente der Matriz A(x), also die Funktionen a;j(x) und die Komponenten von g(x) seien
stetig im Intervall [a,b].

Dann hat das System y' = A(z)y + g(z) eine Ldsung.

Sei xg € [a,b] und (Yo1,Y02,---,Yon). beliebig vorgegeben. Dann hat das Anfangswertproblem

y =Al@)y+g y(xo) =yo, (24)

genau eine Lisung auf ganz [a,b).

2.5.1 Homogene lineare Differentialgleichungssysteme 1-ter Ordnung

Satz 2.9. (Ldsungen des homogenen Systems)
Sind die Elemente der Matriz A(z), also die Funktionen a;j(z) in [a,b] stetig, dann besitzt das
homogene System

y = A(x)y

genau n auf [a,b] linear unabhéingige Losungen.

Definition 2.10. (Fundamentalsystem)
Ein Funktionensystem von n linear unabhiingigen Losungen des homogenen Systems y' = A(z)y
heifit ein Fundamentalsystem von Lésungen.

Mit den Sétzen 2.5 und 2.9 ist im Fall stetiger Funktionen a;;(x) gesichert, dafl n Fundamen-
tallosungen existieren. Hat man nun n Losungen - wie auch immer - gefunden, so ist ein Kriterium
gefragt, mit dem man entscheiden kann, ob die n Lésungen y1,yo,.. .y, ein Fundamentalsystem
bilden. Wir schreiben die n Losungen als Spalten der Matrix

Y(z)=[y1y2 --- ¥nl
auf.

Definition 2.11. (Wronski-Determinante)
W(x) := det Y(z) heifit die Wronski-Determinante des Funktionensystems y1,yo,...y, von
Losungen des Systems y' = A(z)y.

Mit der Wronski-Determinante kann man nun entscheiden, ob ein Funktionensystem Fundamen-
talsystem ist, oder nicht.

Satz 2.12.
Seien y1,y2,..-Yn Lisungen von'y' = A(x)y auf dem Intervall [a,b]. Dann gilt, falls die Ele-
mente von A(x) in [a,b] stetig sind,

(1) W(z) =0 oder W(z) # 0 fiir alle z € [a,b].

(2) Die Lésungen yi1,y2,...yn bilden ein Fundamentalsystem auf [a,b] genau dann, wenn

W (z) # 0 ist.

Satz 2.13.
Durch y1,y2,...yn sei auf [a,b] ein Fundamentalsystem von y' = A(x)y gegeben. Dann lifit
sich jede Lisung y auf [a,b] in der Form

y=cy1 +tcy2+t -+ cpya (25)

mit geeigneten Konstanten ci,cz,...,cy darstellen.
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2.5.2 Inhomogene lineare Differentialgleichungssysteme 1-ter Ordnung

Die Losung eines inhomogenen DGL-Systems 1. Ordnung erfolgt in zwei Schritten, ndmlich
erstens in der Losung des homogenen Systems, und zweitens auf der Basis der Losung des
homogenen Sytems in der Bestimmung einer speziellen Losung des inhomogenen Systems.

Satz 2.14. (Ldsungsstruktur des inhomogenen Systems)

Seiyp irgendeine Losung des inhomogenen linearen Systemsy' = A(z) y+g und seiy1,y2,...¥n
ein Fundamentalsystem des homogenen linearen DGL-Systems y' = A(z)y. Dann hat jede
Lésung des inhomogenen linearen Systems die Form

y=Yptciyrtcy2+- -+ cayn
mit Konstanten ci,ca,...,Cp.

Obwohl wir die Beschiftigung mit DGL-Systemen 1. Ordnung nicht iibertreiben wollen, soll der
Weg ausgehend von einem vorhandenen Fundamentalsystem der homogenen Gleichung zu einer
speziellen Losung y, aufgezeigt werden.

Satz 2.15. (Variation der Konstanten bei Systemen)

Durch yi1,y2,...yn sei ein Fundamentalsystem auf [a,b] von 'y’ = A(x)y gegeben. Weiterhin sei
Y (x) die Matriz [y1 y2 --. yn] und Y 1(z) die Inverse. Sind die Koordinaten von g stetig in
[a,b], so ist

yo(@) = Y(z) - / Y1(2) - g(x) dz, @ € [a,}] (26)

eine spezielle Losung ? des inhomogenen Systems y' = A(z)y + g.

Beispiel:
Wir hatten weiter oben das DGL-System

1 1
y'1 o T x(1+22)  22(14x?) Al %
! = _ z? 14222 + 1
Y2 1422 z(1+22) Y2
als Beispiel eines linearen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung angegeben. Dieses System
wollen wir nun exemplarisch diskutieren. Wir sind nach langem Suchen (Probieren) mit

i) = (1), vt =( 35 ), w>o

auf Losungen des homogenen Systems gestoBen. Zur Uberpriifung, ob es sich bei den Losungen
um ein Fundamentalsystem handelt, berechnen wir die Wronski-Determinante. Es ergibt sich

1 -4 9
W(x)—det(w x%)—x +1.

Damit ist der Nachweis erbracht, dafl y1,y2 ein Fundamentalsystem bilden. Wir kénnen also

alle Losungen des homogenen Systems in der Form

yr(z) = c1y1(z) + coy2(z)

*Unter [ c(z) dz wollen wir im Falle eine Vektors c(z) die komponentenweise Integration verstehen, also

Jeci(z) dz

Jc(z)de = :
J en(z) dz
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aufschreiben.
Zur Bestimmung einer speziellen Losung y, des inhomogenen Systems nutzen wir den Satz 2.15.

Die Matrix
1 -1
Y = z
(z) (:v 2 )

hat die Inverse (Inversenformel)

V@) = e V@ = (73
T _detY(x)aJ T T 142\ -z 1

Zur Anwendung des Satzes 2.15 berechnen wir

Vo) 8 = o (

14 22 -z

—g
SN——
/N

— 8
N———

Il
/N
o8|
SN——

Fiir z > 0 ergibt sich

/Y_l(x)-g(a:)dx:(f(;%>:(]%$) .

Aufgrund des Satzes ergibt sich damit eine spezielle Losung?

) () =(an)

Damit hat die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems 1. Ordnung die Form

Y(w)=<;§f$)+c1(i>+CQ(;§).

Die Konstanten ¢; und ¢ sind bei Vorgabe von Anfangsbedingungen y(xg) = yo eindeutig be-
stimmbar.

Im weiteren Verlauf der HM II werden DGL-Systeme 1. Ordnung nicht im Mittelpunkt des
Interesses stehen. Sie bilden jedoch einen wichtigen Bezugspunkt zu den im Folgenden zu dis-
kutierenden linearen DGLn n—ter Ordnung.

N =

) =

2.6 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
2.6.1 Lineare DGLn n-ter Ordnung mit veréinderlichen Koeffizienten

Unter einer linearen DGL n-ter Ordnung verstehen wir eine Gleichung der Form
y™ + an 1 (@)y" D+t ag(z)y = g(a) - (27)

Die Losbarkeit einer linearen DGL n—ter Ordnung wird durch die folgende Uberlegung auf die
Losbarkeit eines DGL-Systems 1. Ordnung zuriickgefiihrt.
Durch die Einfithrung der Funktionen

vi=y, =9 ys=y¢"s ... ya=y"V

3Da wir nur eine spezielle Losung bendtigen, konnen wir z.B. die Integrationskonstanten 0 wihlen.
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kann man die DGL n—ter Ordnung (27) als spezielles DGL-System 1. Ordnung aufschreiben.
Man erhilt die Gleichungen

o=
Yo = U3
(28)
Yn-1 = Yn
y, = —ao(@)y1 —ai1(@)y2 — - — ap_1(T)yn + 9(z) .

Damit hat man mit der Matrix

0 1 0 0
0 0 1 0
A(w) = :
0 0 0 ... 1
—ap(z) —ai1(z) —az(z) ... —ap_1(x)

und der ”rechten Seite” g(z) = (00...0g(z))” das zur linearen DGL n—ter Ordnung (27)
dquivalente System 1. Ordnung

y' = A(z)y +g(z) . (29)
Betrachten wir nun zuerst den homogenen Fall g(z) = 0. Aufgrund der Festlegung
yi=y, y=vy. p=y, ... gn=y"

ist y(z) Losung der homogenen Gleichung (27), wenn
y(z)
y'(z)
yz)=| ¥ (30)
y=1(z)
Losung des homogenen Systems (29) ist.

Definition 2.16. (Fundamentalsystem einer linearen DGL n—ter Ordnung)
Folgt aus der Beziehung

ary1(x) + aa(z)y2(z) + - + anyn(z) = 0 auf [a, b] (31)

fiir n Losungen y1, ..., y, der homogenen DGL n—ter Ordnung (27) das Verschwinden sidmtli-
cher Koeffizienten, also a1 = ... = oy, = 0, so nennt man yi,ys, ..., ¥, Fundamentalsystem der
homogenen DGL n—ter Ordnung (27).

Differenziert man nun die Gleichung (31) k& mal, so folgt
a1y (@) + an(e)yy” (@) + - + onyP(z) = 0 auf [a, 0]k = 1,.m — 1,

und damit erhilt man zur Bestimmung von a4, ..., @, das lineare Gleichungssystem

Y1 Yo o .. Yn o
yh Yy ooy s

. “l=0 (32)
ey )
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Das Gleichungssystem (32) besitzt genau dann nur die triviale Losung a3 = ... = ap, = 0,
wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix in [a, b] nicht verschwindet. Das rechtfertigt die
folgende Definition.

Definition 2.17. (Wronski-Determinante einer linearen DGL n—ter Ordnung)
Seien y1,¥o, ..., yn beliebige Losungen der homogenen linearen DGL n—ter Ordnung, dann heifit

U1 Y2 cee Yn
/ ! !
11 Yo cee Y
W(x) := det . "
-1 -1 -1
y%n ) yén ) o y7(1n )

die Wronski-Determinante dieser n Losungen.

Nun kann man die Lisbarkeitsaussagen eines DGL-Systems 1. Ordnung auf lineare DGLn n—ter
iibertragen und den folgenden Satz formulieren.

Satz 2.18. (Ldsbarkeit einer linearen DGL n—ter Ordnung)
Die Funktionen a;(z), i =0,1,...n — 1, seien stetig auf [a,b).

a) Dann gibt es ein Fundamentalsystem yi, ..., Yn vON
¥+ an 1 (@)y" T 4+ +ag(z)y =0 (33)
und jede Losung der DGL besitzt die Form
yp(x) = c1y1(x) + ... + cpyn(x) -
mit geeigneten Koeffizienten cq,...,cp.

b) Jen Lisungen der homogenen DGL (27) bilden ein Fundamentalsystem, wenn ihre Wronski-
Determinante W (x) nirgends auf [a,b] verschwindet (Gilt W (zo) = 0 fir ein z¢ € [a,b],
so folgt daraus W (z) =0 auf ganz [a,b]).

¢) Sei die Funktion g(z) stetig auf [a,b]. Sei yp(z) eine spezielle (partikuldre) Losung von
y™ 4 an_1(2)y ™"V + ot ag(z)y = g(z) - (34)
Ist dann y1, ..., yn ein Fundamentalsystem von (33), so sind durch
y(z) = yp(z) + ayi (@) + ... + cpyn(@)

mit Konstanten ci,...,c, € R alle Lésungen der linearen inhomogenen DGL n—ter Ord-
nung (34) erfafst.

Beispiel:

Wir betrachten die lineare DGL 2. Ordnung

' — (14 2tan’z)y =0, —=<z<

e

il
2
Mit den Festlegungen

y1 =Yy Y2 =9
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konnen wir das dquivalente DGL-System 1. Ordnung aufschreiben

n o\ _ 0 1 Y1
yh 1+ 2tan?z 0 Yy )

Da die Koeffizientenfunktion a;1(z) = 1 + 2tan? z in dem betrachteten Intervall stetig ist, gibt
es ein Fundamentalsystem von zwei Losungen.
Eine Losung der DGL haben wir mit
1
cos T

u(z) =

gefunden.
Es soll nun versucht werden, ausgehend von der gefundenen Lisung eine weitere zu konstruieren.
Wenn man unter Nutzung der Losung u(z) den Ansatz

macht, und den Ansatz in die DGL einsetzt, erhilt man

y' — (14 2tan’z)y = v"u+ 20 4+ u"v — (1 + 2tan® z)uw (35)
= v"u+ 220" 4+ v[u" — (14 2tan®z)u] =0 .

Da u(z) Losung ist, ergibt sich die Gleichung
v"u+20'u =0.

Wenn wir nun durch w := v’ die Funktion w einfiihren, erhalten wir fiir w die DGL
wu+2u'w =0,

die man mit der Methode der Trennung der Verénderlichen 16sen kann. Man erhélt

!

!
Yo 2% baw. In|w| =—2In|u| + Cy,
w u

und damit eine Lisung

11 \
w(w)zcﬁzﬁzcos z (C=1).

Wegen v’ = w integrieren wir und erhalten mit
2 1 .
v(z) = [ cos®z dz = ﬁ(w + sinz cos x)

eine Stammfunktion von w (Integrationskonstante wurde gleich Null gesetzt). Mit dem urspriing-
lichen Ansatz erhalten wir mit

(z) = viaule) = 5

+sinz)
coS

neben u(z) = —L- eine zweite Losung.

Wir stellen fest, daB8 bei der Kenntnis einer Losung mit der eben durchgefithrten Methode eine
weitere Losung der DGL iiber die Losung einer DGL 1. Ordnung konstruiert werden kann.

Die Berechnung der Wronski-Determinante

1 1/ =z :
W(.’L‘) = det cOosS T 2(cosa: + smw)
sin T l[ 1 + TsinT + COS.’E]
cos?2x 2lcosz cos?
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ergibt den W (z) = 1 (als Ubung nachrechnen!). Damit ist der Nachweis erbracht, da8 u(z),y(x)
ein Fundamentalsystem bilden, und alle Lésungen der DGL 2. Ordnung haben die Form

1 1
+CQ—(

Ccos T 2°coszx

y(z) =1 + sinx)

haben.
Mit den eben gemachten Erfahrungen wollen wir zum Abschlufl des Abschnittes das Redukti-
onsprinzip formulieren.

Satz 2.19. (Reduktionsprinzip)
Sei u(z) # 0 eine Losung der linearen DGL n—ter Ordnung

y™ 4 ap_1(z)y" D 4+ +agz)y=0. (36)

Dann fihrt der Produktansatz

auf eine homogene lineare DGL der Ordnung n — 1 fiir w := v’
w™ D b, 1 (@) w™ D + L+ b (2w =0. (37)

Ist wy, ..., wp—1 ein Fundamentalsystem der reduzierten DGL (n—1)—ter Ordnung (37) und sind
V1, .ery Un_1 Stammfunktionen von wy, ..., wn_1, so bilden

Uy UVY 5 oeey UVpp—1

ein Fundamentalsystem der DGL (36).

Im Falle der inhomogenen linearen DGL n—ter Ordnung sei hier nur darauf hingewiesen, daff man
die DGL als System 1. Ordnung aufschreibt, und mit der Methode der Variation der Konstanten
fiir Systeme (Satz 2.15) eine spezielle Losung bestimmt.

Desweiteren wird im folgenden Abschnitt die Methodik der Variation der Konstanten fiir DGL
2. Ordnung noch einmal behandelt.

2.6.2 Lineare DGLn n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Unter einer linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten verstehen wir
eine Gleichung der Form

y(") + an_ly("fl) +---4+awy=g, a;=const.,i=0,....,n—1. (38)

Unter einem linearen System 1-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten versteht man eine
Gleichung der Form

y =Ay+g, A=lajlij=1,..n, aij=const.. (39)

Im folgenden konzentrieren wir uns auf die Konstruktion von Losungen von Gleichungen des
Typs (38) und sprechen von einer homogenen DGL n-ter Ordnung, wenn g = 0 ist, anderenfalls
von einer inhomogenen DGL n-ter Ordnung.

Wenn wir eine homogene DGL n-ter Ordnung betrachten, kénnen wir fiir die Lésung einen

Ansatz der Form

y(z) = e
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machen, und erkennen aufgrund der Beziehungen

d®)
we)‘w = MeM und M £ firalle zeR,

daB y = ¢’ genau dann eine Losung der Gleichung (38) bei g = 0 ist, wenn ) eine Nullstelle
von

PA)=X\"+ anflknil +---+ap (40)
ist, d.h. falls P(A) = 0 ist.

Definition 2.20. (charakteristisches Polynom)
P()) heifit charakteristisches Polynom der homogenen DGL und P()\) = 0 die zugehorige
charakteristische Gleichung.

Die Untersuchung des Nullstellenverhaltens von P()) fiithrt uns zu folgenden Fillen:

(i) P(A) besitzt n verschiedene reelle Nullstellen Aq,. .., A, Dann besitzt die homogene DGL
die n Losungen

M L eMn®

(ii) P()\) besitzt eine komplexe Nullstelle ;. Da e*® auch fiir komplexe Zahlen A sinnvoll ist

und p

—eM = XM, AeC,

dz
gilt, folgt daB e*® die homogene DGL auch fiir A, € C 16st. Wenn wir davon ausgehen, daf
samtliche Koeffizienten a;, (i = 0,...,n — 1) reell sind, kann man aus der komlexwertigen

Losung eM? ein Paar reeller Losungen gewinnen. Das wollen wir jetzt erliutern.
Fir z € R seien y;(z),y2(x) reellwertige Funktionen und die komplexwertige Funktion
y(z) durch y(x) = y1(z) + i y2(z) erkldrt. Dann gilt fir die Ableitung

Y (z) = o (z) +ivh(x) bew. yO(z) = 4P (z) +ivP (@), le N

Damit gilt fiir reelle Koeflizienten a;

Y™+ +an 1y Y 4 tagy = G+ a4 agyn)+

. —1

(S 4 amyy T o 4 agye) = 0.
Diese Gleichung gilt nur, wenn sowohl Realteil als auch Imaginirteil dieser Gleichung
verschwinden, also

et any T ot agy =0

und
Y+ an gl e aoy = 0.

Damit gilt der folgende Satz.
Satz 2.21.

Mit y(x) sind auch y1(z) = Re y(z) und yo(x) = Im y(x) Lisungen der homogenen
linearen DGL y™ + ap_1y™ Y 4+ ... + agy = 0.
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Unter Verwendung der Eulerschen Formel
€ =cosp+ising, p R

und des Additionstheorems der Exponentialfunktion

b

elatib) — gaeib g heR

erhalten wir fiir A\, = of + 1 7%

yr(z) = M = e7%%(cos Tpx + i sin Tpz),

woraus sich die beiden reellen Lésungen
e’**costpx und €°*Tsin Tz (41)

ergeben. Wir erinnern daran, da mit einer komplexen Nullstelle \; auch ), Nullstelle
eines Polynoms mit reellen Koeffizienten ist. Zu )y erhalten wir dann die beiden reellen
Losungen

e’**costpr und €% sinTpx

also bis auf das Vorzeichen die selben Losungen wie fiir Ag.

(iii) P(X) besitzt eine (reelle oder komplexe) r-fache Nullstelle A\x. In diesem Fall sind die r
Funktionen

AkT ApT $26)\km’ .

R T o Tl (42)

Losungen der homogenen DGL.
Auf einen Nachweis dieser Aussage wird an dieser Stelle verzichtet.

Bemerkung:

Zusammenfassend stellen wir fest, dafl wir insgesamt n Losungen der homogenen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung mit konstanten Koeflizienten erhalten, wobei sich keine dieser Losungen
yr(x), k = 1,...,n, aus jeweils anderen linear kombinieren 1ift (Nachweis als Ubung). Das Sy-
stem dieser Losungen ist ein Fundamentalsystem der homogenen DGL.

Fiir Losungen der Form yy(z) = cze*®, k = 1,...,n, \; einfache reelle Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms der DGL (38) rechnet man leicht nach, dafi W(z) # 0 gilt.

Beispiel 1:
Die DGL
y' —4y =0
hat das charakteristische Polynom
P(\) =X —4

mit den Nullstellen A\; = 2 und Ay = —2. Nach den obigen Darlegungen bilden die Losungen e?*
und e~%? ein Fundamentalsystem der DGL. Damit kann man mit

y(z) = c1e** + cge &

die allgemeine Losung der DGL aufschreiben.

Beispiel 2:
Die DGL
u +2u +4u =0
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hat das charakteristische Polynom
P\) =X +2x+4

mit den Nullstellen \; = —1+4+/3 und Ay = —1 —i+/3. Nach den obigen Darlegungen bilden die
Losungen e “cos(v/3z) und e *sin(v/3z) ein Fundamentalsystem und die allgemeine Losung
lautet

u(x) = cre”%cos(V3z) + coe Tsin(V3z) .

Wenn man fiir u(z) noch u(0) = —1 und «/(0) = 2 (Anfangswerte) fordert, kann man aus der
allgemeinen Losung die Koeffizienten zu ¢; = —1 und ¢ = % bestimmen, und erhilt mit

1

V3

ulw) =

sin(vV/3z) — cos(V/3x))
die Losung des Anfangswertproblems.

2.6.3 Inhomogene lineare DGLn n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Ausgehend von Losungen der homogenen DGL n-ter Ordnung soll nun mit der Methode der
Variation der Konstanten eine Losung der inhomogenen linearen DGL mit konstanten Ko-
effizienten (38) mit g(z) # 0 konstruiert werden.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll diese Methode am Beispiel einer DGL 2-ter Ordnung der
Form

y' +ay +by =g(z) (43)
diskutiert werden. Seien yi(z) und yo(z) linear unabhingige Loésungen von (43) fiir den Fall

g(z) =0, d.h., es gilt
yg+ay;c+byk =0 7k = 1a27

und

y1(z) yo(z)
‘mm>%w>¢°

Die Losungen der homogenen Gleichung haben bekanntlich die Form

y(z) = Cry1(z) + Coya(7),

wobei C7 und Cy Konstanten sind, die im Falle der Vorgabe von Anfangsbedingungen zu spezi-
fizieren sind. Fiir die Losung der Gleichung (43) machen wir den Ansatz

y(z) = Ci(z)y1(2) + Ca(z)ya(2) , (44)

d.h., wir wollen durch die Variation der Konstanten C; und C5 der Lésung der homogenen
DGL eine Loésung der inhomogenen DGL gewinnen.
Aus dem Ansatz (44) folgt

Y (z) = Ci(@)y1 (=) + Ca(z)ys() + C1(2)y1(2) + Co()ya(z)  baw.

y'(z) = Ci(z)yi (z) + Ca(z)ys() (45)
wenn wir von den Funktionen C7 und Cy

C1(z)y1(z) + Cy(x)ya(z) =0 (46)



2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 39

fordern. Durch weitere Differentiation von (45) erhélt man fiir y”(z)

y"(z) = Ci(z)y (z) + Ca(z)ys (2) + Cl(z)yi(z) + Co(z)ys () - (47)

Nach dem Einsetzen der Beziehungen (45) und (47) in die Gleichung (43) und nach Umordnung
der Glieder erhalten wir schlieBlich

Ci(z)[Y (z) + ay (z) + by1 ()] + Calys (z) + ays(z) + byz(z)]+

Ci(2)yi(2) + Co(z)ys(w) = g(x)

Da y; und yo Losungen der homogenen DGL sind, verschwinden die Glieder in den eckigen
Klammern, so dafl die Gleichung

Cl(@)yi(z) + Co(2)ys(z) = g(=) (48)

iibrig bleibt. Mit (46) und (48) hat man nun ein Gleichungssystem zur Bestimmung von C]
und C} zur Verfiigung. Da yi, y2 ein Fundamentalsystem sein sollte (W (z) = y1(z)vh(z) —
Y1 (z)y2(z) # 0), ist das Gleichungssystem losbar, mit den Losungen

Cile) =280 cyla) = DA

und damit

Ci(z) = —/%f;f)dﬁi—i—Cg Cs(z) 2/%(95:()5‘)6534-04,

so dafl man die allgemeine Losung der inhomogenen DGL (43) in der Form
y2(2)9(%) . / y1(2)g(Z) .
=[C, — | =F=—d C —=—d 49
ta) = (0 - [z (o) + G+ [ 2 dahn o (49)
aufschreiben kann (C; und C3 sind dabei reelle Konstanten).

Die Methode der Variation der Konstanten kann auf lineare DGL beliebiger Ordnung an-
gewendet werden, wobei man bei jeder Berechnung der nichst hoheren Ableitung Zusatzbe-
dingungen der Art (46) einfithren muf. So sind bei einer Gleichung n-ter Ordnung, in der die
variierten Konstanten Ci(z), C2(z), ..., Cn(z) und das Fundamentalsystem der homogenen DGL
y1(x),y2(x), ..., yn () vorkommen, die Zusatzbedingungen

Ciyy‘:) + Céyék) +.ot C:Lygzk) =0 ,k = Oa 17 ey — 27
einzufithren, die zusammen mit der Gleichung
k k
Ciyt? + Ch” + ..+ Cryl) = g(w)

ein 16sbares Gleichungssystem zur Bestimmung von C], CY, ..., C}, bilden.
Beispiel:
Wir betrachten die DGL
Y +5y +6y=ze . (50)

Mit den Nullstellen A\; = —3 und Ao = —2 des charakteristischen Polynoms P()\) = A\? + 5\ + 6
erhdlt man mit
yhom(w) = Cfle_3$ + 026—239
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die Losung der homogenen Aufgabe. y; = 3% und 3o = e~ 2® bilden ein Fundamentalsystem

und fiir W (z) erhélt man W (z) = e~5®. Damit ergibt sich nach (49) mit
y(z) = [C1 — /31:62“”d:1:]e?’“'C + [Cy + /a:ewda:]eh

bzw. nach Auswertung der Integrale

1 3
y(z) = Cre > + Coe™* + % e’ — Ze“”

die allgemeine Losung der inhomogenen DGL 2-ter Ordnung (50).

2.6.4 Lineare DGLn n-ter Ordnung mit konstanten Koeffezienten und ”einfachen”
Inhomogenititen

Die Methode der Variation der Konstanten fithrt in jedem Fall zu einer partikuldren Losung
einer inhomogenen linearen DGL n—ter Ordnung (sowohl bei konstanten, als auch bei nicht
konstanten Koeffizienten).
Es gibt aber bei speziellen rechten Seiten von linearen DGLn n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten eine einfachere Methode zur Berechnung von partikuldren Lésungen. Wenn es sich
um rechte Seiten der Form

pm(T) ,  Pm(2)e™ , pm(z)sin(Bz), pm(z)cos(yzr), mEeN

oder Linearkombinationen dieser Funktionen handelt, kann man fiir die partikulire Losung einen
Ansatz nach der Art der rechten Seite machen (p,,(z) steht hier fiir ein Polynom m—ten
Grades).

Wenn wir das obige Beispiel

y"+5y'—|—6y:xe_x

betrachten, so kann man fiir die partikulidre Losung den Ansatz nach der Art der rechten Seite
machen

yp(xz) =ae * +bre T .
Mit

y;, =—ae " +be " — bre™*

y;,' —ae P —be " —be T +bre T =ae T —2be "+ bxre "
erhilt durch Einsetzen in die DGL

ae ¥ —2be % +bre * — bae "

+5be”* — 5bze * + 6ae * + 6bre T =ze .
bzw.

(2a +3b)e™™ + 2bze™* =ze *,
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woraus

folgt, so daf} die allgemeine Losung die Form
1
y(z) = c1e73% 4 cpe 2 + 3% et ——e "

hat.

Es gibt nun sehr viele Fille, die man beim Ansatz nach der Art der rechten Seite zu unterscheiden
hat. Einige sollen im Folgenden diskutiert werden.

Bemerkung 2.22. (Resonanzfall)
Der Begriff "Resonanz” stammt von einem harmonischen, ungedimpften* Schwingungsproblem
der Form

Y+ wiy = K sin(wt) .
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P()\) = A\* + w3 sind
A2 = Fwoi .
Fiir den Fall w # wyq fiihrt der Ansatz
yp = Acos(wt) + B sin(wt)

durch Einsetzen in die DGL zu der partikuliren Losung

i ( t)
= sin(w
Yp w% — w?

und damit durch Superposition zu allgemeinen Loésung der inhomogenen DGL

) K
Yy = Cl COS((UOt) + C2 Sln(wot) + W

sin(wt) .
Im Fall w = wy fithrt der Ansatz
yp = At cos(wt) + Bt sin(wt)

nach Einsetzen in die DGL zu der partikuliren Losung

= B cos(wot)
Yp = S cos(wot) .

Man spricht hier vom ”Resonanzfall”, da die Amplitude von 1y, im gleichen Mafle wie ¢ wéchst.
Die Frequenz w der dufleren Kraft (rechte Seite) stimmt mit der Eigenfrequenz wg des un-
geddmpften Systems iiberein.

Definition 2.23. (Resonanz)
In Verallgemeinerung des Resonanzfalles eines Schwingungsproblems wollen wir von Resonanz
sprechen, wenn die rechte Seite oder ein Summand der rechten Seite der DGL

y™ +an 1y™ D+ -+ agy = g(z) (51)
Fundamentallésung der homogenen DGL

ist.

4Hat die Schwingungsgleichung die Form 4" + ry’ 4+ woy = K sin(wt), spricht man im Fall 7 # 0 von einem
gedampften System.
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In der folgenden Tabelle werden fiir rechte Seiten der Art

Pm(z) , pm(z)e™ , pm(z)sin(Bz), pm(z)cos(yr)

die Ansitze nach der Art der rechten Seite fiir eine spezielle Losung y,(z) angegeben. Mit
Pm(2), R (), S (), Trn () und @, (x) bezeichen wir Polynome m—ten Grades.

| 9(z) | Ansatz fiir y,(z) | Ansatz im Resonanzfall |
R, (x) Tm(a:) Wenn ein Summand des Ansatzes
R, (z)e*® T (z)e*® Losung der homogenen DGL ist,
Ry, (z) sin(Bz) T (z) sin(Bx) wird der Ansatz so oft mit
R, (z) cos(Bx) +Qm(z) cos(Bz) z multipliziert,

bis kein Summand mehr

Losung der homogenen DGL ist.
Kombination dieser | entspr. Kombination | Obige Regel ist nur auf den Teil
Funktionen der Ansitze des Ansatzes anzuwenden,

der den Resonanzfall enthilt.

Ist die rechte Seite eine Summe von zwei oder mehreren in der Tabelle aufgefithrten moglichen
Typen, z.B.

9(z) = 91(z) + g2() ,

so macht man einen Ansatz y,; nach der Art von g; und einen Ansatz y,2 nach der Art von go,
und erhilt mit

Yp = Yp1 + Yp2

die gesuchte partikulidre Losung.

Da es schwer moglich ist, alle Féille zu erfassen, sei darauf hingewiesen, dafl man im Falle eines
falschen Ansatzes fiir y,(x) spétestens beim Versuch der Bestimmung der Koeffizienten q,b, ...
scheitert, denn die Koeffizienten lassen sich nur im Falle eines richtigen Ansatzes eindeutig
bestimmen!

Zur Rechtfertigung der in der Tabelle angegebenen Ansétze sollen nun einige Typen von rechten
Seiten g(x) diskutiert werden.

(a) g(z) = A, AN ER
Ansatz:

yp = Be . (52)

Nach dem Einsetzen in die DGL (51) mit dem charakteristischen Polynom P(\) erhilt
man

BP(\) e = AeM
und damit unter der Voraussetzung P(\) # 0 die partikuldre Losung

A Az
PN °

yp = Bel =

Der Ansatz (52) ist also nur moglich, wenn A keine Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms ist. Sei nun A k-fache Nullstelle von P(A). Ein Ansatz der Form

= Bzt el 53
Yp
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fithrt durch Einsetzen in die DGL (51) zu der partikuliren Losung

A
— k Ar _ k Az
yp = Bz" e = ® () .

(b) g(z) = Rin(z) e, A € R, R,,(z) Polynom m—ten Grades.
Ist A keine Nullstelle von P (), so fithrt der Ansatz

Yp = Tn (:l?) e (54)

mit einem Polynom T, (z) m—ten Grades zu einer partikuldren Lisung, wobei die Koeffi-
zienten von Ty, (z) nach Einsetzen des Ansatzes (54) in die DGL (51) durch Koeffizienten-
vergleich zu bestimmen sind.

Ist A eine k—fache Nullstelle von P(A) so fiithrt der Ansatz

yp = T () zk e (55)

zu einer partikulidren Losung, wobei die Koeffizienten von T}, (z) nach Einsetzen des An-
satzes (55) in die DGL (51) durch Koeffizientenvergleich zu bestimmen sind.

(c) g(z) = Ry (z)e cos(bz + c) oder g(z) = Ry, (z)e® sin(bz + ¢),
a,b,c eR.
Ist A = a + i b keine (komplexe) Nullstelle des charakteristischen Polynoms P()), so fiithrt
der Ansatz

Yp = T (z) € cos(bz) + Sy, () e** sin(bzx) (56)

zu einer partikuldren Losung, wobei die Koeffizienten von T,,,(z) und Sy, (z) nach Einsetzen
des Ansatzes (56) in die DGL (51) durch Koeffizientenvergleich zu bestimmen sind.

Ist A = a + i b eine k—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\) so fiihrt der
Ansatz

Yp = [T () €2 cos(bz) + S () €2 sin(bz)] (57)

zu einer partikuldren Losung, wobei die Koeffizienten von Ty, () und Sy, (z) nach Einsetzen
des Ansatzes (56) in die DGL (51) durch Koeffizientenvergleich zu bestimmen sind.

Ist a = 0, so liegt der oben beschriebene Resonanzfall vor, wenn A = ib Nullstelle des
charakteristischen Polynoms P()) ist.

Beispiel 1:
v + 2u' + 2u = 3sin(2z)
Zur Loésung der homogenen DGL bestimmen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
M +22+2=0
und erhalten

Mo=—-1+vV1-2=—-1=i.

Damit sind

) — e(—l-l-i)m

z1(x . z(z) = €
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komplexe Fundamentallésungen, und damit sind
yi(z) = e “cosz, yo(z) = e Tsinz

die reellen Fundamentallosungen der homogenen DGL u” + 2u’ + 2u = 0. Damit liegt kein
Resonanzfall vor, und fiir y,(z) ist der Ansatz

yp(r) = asin(2z) + bcos(2z)

zu machen. Mit y;, = 2acos(2z) — 2bsin(2z) und y, = —4asin(2z) — 4bcos(2z) erhilt durch
Einsetzen in die DGL

—4asin(2z) — 4bcos(2x) + 4a cos(2z) — 4bsin(2x)

+2asin(2z) + 2bcos(2z) = 3sin(2z) ,
bzw.
[—2a — 4b] sin(2z) + [—2b + 4a] cos(2z) = 3sin(2z) .

Zur Bestimmung von a und b ergibt sich beim Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem

—2a—4b=3

4a —2b=0
mit der Losung a = —13—0 und b = —%.
Als allgemeine Losung ergibt sich schliefflich

. . 3
y(z) = cre” " cosz + cpe” U sinx — 10 sin(2z) — R cos(2x) .

Beispiel 2:

yll —y = 4.€w

Die Auswertung des charakteristischen Polynoms
A —1=0
ergibt die Nullstellen A1 2 = +1 und damit die Fundamentallésungen
yi(z) =€, yafz)=e .

Da die rechte Seite Losung der homogenen DGL ist, liegt ein Resonanzfall vor. Weil die Nullstelle
A =1 die Vielfachheit 1 hat, ergibt sich der Ansatz nach der Art der rechten Seite

yp(x) =aze®.

Mit y,,(z) = ae® +aze® und y,(z) = ae® + ae” + axe® ergibt sich nach dem Einsetzen in die
DGL

20e” +azre® —are® =4€” .
Daraus folgt a = 2 und es ergibt sich die allgemeine Lésung der DGL zu

y(z) =1’ + coe” " +2x€” .



2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 45
Beispiel 3:

y" 2" =142z — 3+ + 5z?)e? .
Die Auswertung des charakteristischen Polynoms ergibt die Nullstellen
A2=0, A3=2,
aufgrund der Vielfachheit 2 der Nullstelle A = 0 ergibt sich das Fundamentalsystem

Oz _ 2x

yl(iL') = eOz =1, y2($) =zre z, y3($) =e

Die rechte Seite hat die Form g(x) = g1(x) 4+ g2(z). Aufgrund der Resonanz und der Vielfachheit
der Nullstelle A = 0 ergibt sich fiir y,,; der Ansatz

ypr = (a+ba)a?,
und nach dem Einsetzen in die DGL ergibt sich
Yp1 = bz’ + (a + bz)2z, Ypy = 4bx + (a + bz)2, 1y, = 6b,
und damit
yg£—2ygl =142z bzw. 6b—4a—12bx =1+ 2z.

Der Koeffizientenvergleich ergibt

1 1 . 11,
b:_é’ a=-g, und damit yplz(—i—ga:)x.

Der Ansatz fiir y,2 lautet aufgrund der Resonanz
Ypo = (c + dz + kz?)ze®® |
Mit
Yo = (2d+ 6kz)e* + (c+ 2dz + 3kz*)2e*”
+(c+ 2dz + 3kz?)2e** + (cx + dz? + ka®)4e®®
und
yny = 6ke™ + 12kze® + (2d + 6kz)4e®® + (c + 2dz + 3kz”)8e™”
+(c+ 2dz + 3kz*®)4e* + (cx + dz® + ka®)8e*®
ergibt sich nach dem Einsetzen in die DGL
Ypo — 2ypp = (12¢+8d+ 6k)e®® + (8c + 24d + 36k)ze®® + (8d + 36k)z%e** + 8ka®e®®
—(8c + 4d)e*® — (8c + 16d + 12k)xe*® — (8d + 24k)z%e*® — 8kae®®

= —3e% — ze?® — hz2e®® .

Der Koeffizientenvergleich

dc+4d + 6k = —3, 8d+24k=—1, 12k = —5

ergibt
5 9 30 5
b=t Ty Tt
Mit
1 1 5 9 5 =
Yp = Yp1 + Yp2 = (_5 - 6$)I2 + (_Z + g&? — E$2)$€2

hat man eine partikulire Lésung bestimmt.
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2.7 Spezielle reduzierbare DGLn 2.0rdnung
2.7.1 Die DGL vom Typ F(z,vy',y") =0
Hier liegt eine Differentialgleichung vor, in der y nicht explizit auftritt. Mit der Substitution

!

vi=1y
ergibt sich mit
F(z,v,v") =0 (58)

eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Funktion v. Ist v = ¥(z, C) die allgemeine Losung
der DGL (58), so erhilt man mit

y(z) = /w(x,(;) dz+Ci, C,Ci €R (59)

die allgemeine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung 2. Ordnung.

Beispiel:

y' =5nzy, z>0.
Fiir v = ¢ erhiilt man die DGL
v =5lnz v,

mit der Methode der Trennung der Verdnderlichen erhilt man

d
—U:5xlnm—5x+0,
v

bzw.
In|v| =5zlnz — 5z +C und damit v = C,e*1"% 5% = ¢ 25%¢ 57,

Die Integration® ergibt mit
y(z) = C1 /:1:55665“'C dz + Co

eine Losung der DGL 2. Ordnung.
Als weiteres Beispiel kann als Ubung die DGL

le:a /1+y[2

mit der beschriebenen Methode gelést werden. Hinweis:
Als Losung erhélt man bei richtiger Rechnung

1
Y= Ecosh(am +C)+C .

SWenn hier explizit keine analytische Stammfunktion gefunden wird, muf man die Losung eines AWP gege-
benfalls numerisch berechnen.
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2.7.2 Die DGL vom Typ F(y,y,y") =0

Die unabhiingige Veréinderliche z tritt nicht explizit in der DGL auf. Wenn man ¢’ als Funktion
v von y betrachtet, also

setzt, erhilt mit der Kettenregel

d dv dy
n_ % _ vy r_ 1
y' = dxv(y) dydr " (y)y =v'(y)v(y).

Damit erhélt man statt der urspriinglichen DGL 2. Ordnung die DGL 1. Ordnung
F(y,v,v'v) =0 (60)
fir v. Ist v = ¥(y, C) die allgemeine Losung der DGL (60), so ergibt sich auf Grund des Ansatzes
v(y) =y’ mit
y =¥y, 0)

eine trennbare DGL fiir y mit der allgemeinen impliziten Lésung

/yi—m—{—C C,CreR
yOKIJ(C,C) 1, bl 1 o

Beispiel:
2
" _ _i
5y
Mit v(y) = ' bzw. ¢y’ = v'v erhilt man die DGL 1. Ordnung

2
I} v

VU = ———
oY

fiir v. Mit der Methode der Trennung der Verdnderlichen erhalten wir

d 1
7” =2yl +C bow. o(y) == Ciy 5, C1€R
Der Ansatz 3y’ = v(y) fithrt auf die Gleichung
1
y' = Ciy~s,
fiir die man mit der Methode der Trennung der Verdnderlichen
1 5 s
/y5 dy = Ciz + Cy bzw. gys = Ciz + Cy

und damit die Losung
y(z) = [Caz + Cu]s

erhélt.
Als weiteres Beispiel sei die Differentialgleichung zur Berechnung der Fallgeschwindigkeit (Z als
Zeitableitung des bewegten Punktes z(¢)) eines Fallschirmspringers

i =g — k%i?
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mit den Anfangswerten z(0) = 0, £(0) = 0 gegeben (x(t) beschreibt hier den zuriickgelegten
Weg des Fallschirmspringers). In der DGL fehlen z und die unabhéngige Veridnderliche ¢. Mit
der Substitution = v(z) erhilt man Z = v'v und die DGL 1. Ordnung

v'v = g — k*v?

fir v. Mit der Methode der Trennung der Verdnderlichen erhilt man
v dv 1 279
/m:/dw:x+(7 bzw. —Wln(g—vk):w+0

wenn man (g — k?v?) > 0 fordert® Es ergibt sich nun

g — KPo? = @0
und fiir £ = 0 erhilt man g = e~2¥*C SchlieBlich ergibt sich damit

1
g —k*v? = ge*%zw bzw. v = k_29(1 — ef%zw).

Fir die Geschwindigkeit & erhilt man letztlich

1 /

2.8 Numerische Losungsmethoden fiir gewdhnliche DGLn

Zahlreiche Problemstellungen der angewandten Mathematik, Physik und Ingenieurwissenschaf-
ten fiihren auf mehr oder weniger komplizierte Differentialgleichungen oder Systeme von DGLn,
die man sehr oft nicht analytisch 16sen kann. Aufgrund der Kenntnisse iiber die Existenz und
Einzigkeit von Losungen in Abhéingigkeit von den Eigenschaften der DGL ist es aber mogli-
cherweise lohnenswert, auf numerischen Weg nach der oder einer Lésung zu suchen. Einige
numerische Losungsmethoden sollen im Folgenden dargestellt werden.

2.8.1 Die Methode von Euler
Wir betrachten die DGL 1. Ordnung

y'(z) = f(z,y(z)) (61)
fiir die gesuchte Losungsfunktion y(z) bei Vorgabe der Anfangsbedingung
y(zo0) = Yo, (62)

wobei zp und yo vorgegebene Werte sind. Da die DGL (61) im Punkt (zg,yo) mit dem Wert
y'(zo) = f(zo,y0) die Steigung der Tangente der gesuchten Funktion festlegt, besteht die ein-
fachste numerische Methode zur numerischen Lésung des AWP (61,62) darin, die Losungskurve
im Sinn einer Linearisierung durch die Tangente zu approximieren. Mit der Schrittweite h und
den zugehorigen dquidistanten Stiitzstellen

zxk=x9+kh, (E=12..)

erhélt man die Ndherungen yy, fiir die exakten Losungswerte y(xy) aufgrund der Rechenvorschrift

Yer1 =Y + b flze,ue), (F=1,2,..) (63)
6 Auf der linken Seite wurde [In(g — k%v?)] = g’_—z,f%’i genutzt.
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Die durch (63) definierte Methode nennt man Integrationsmethode von Euler. Sie benutzt in
den einzelnen Niherungspunkten (zy,yx) die Steigung des durch die DGL definierten Richtungs-
feldes dazu, den niichstfolgenden Néherungswert yxi1 zu bestimmen. Wegen der anschaulich
geometrischen Konstruktion der Niherungen bezeichnet man das Verfahren auch Polygonzug-
methode. Diese Methode ist recht grob und ergibt nur bei sehr kleinen Schrittweiten A gute
Néherungswerte. Die Polygonzugmethode ist die einfachste explizite Einzelschrittmethode. Die
Abbildung 8 verdeutlicht die Methode graphisch.

Abbildung 8: explizite Euler-Methode

2.8.2 Diskretisationsfehler und Fehlerordnung

Beim Euler-Verfahren wurde schon darauf hingewiesen, dal es sich um eine grobe Methode
handelt. Zur quantitativen Beurteilung der Genauigkeit von Einzelschrittverfahren betrachten
wir in Verallgemeinerung der bisher betrachteten Methode eine implizite Rechenvorschrift der
Art

Yke+1 = Yk + hq)(.’ll'k, Yk Yk+1, h) (64)

aus der man bei gegebener Information (z, yx) und der Schrittweite h den neuen Niherungswert
Yk+1 an der Stelle xx11 = xx + h zu berechnen hat. Bei der expliziten Euler-Methode ist

(b(xkayk7yk+17 h) = f(xkayk)

als explizite Methode unabhéngig von yj, 1. Hingt ® tatsichlich von y,, 1 ab, bedeutet (64) in
jedem Zeitschritt die Lésung einer i.allg. nichtlinearen Gleichung zur Bestimmung von yg. 1.

Definition 2.24. (lokaler Diskretisationsfehler)
Unter dem lokalen Diskretisationsfehler an der Stelle xj; versteht man den Wert

di+1 = Y(Tk+1) — y(zK) — h® (g, y(z), Y(Th11), ) (65)

Der lokale Diskretisationsfehler dy,; stellt die Abweichung dar, um die die exakte Losungs-
funktion y(x) die Integrationsvorschrift in einem einzelnen Schritt nicht erfillt. Im Fall der
Euler-Methode besitzt di.1 die Bedeutung der Differenz zwischen dem exakten Wert y(zgy1)
und dem berechneten Wert yy1, falls an der Stelle z; vom exakten Wert y(z) ausgegangen
wird. Der Wert dj; stellt dann den lokalen Fehler eines einzelnen Integrationsschrittes dar.
Fiir praktische numerische Losung der DGL ist der Fehler wichtig, den die Ndherung nach einer
bestimmten Zahl von Integrationsschritten gegeniiber der exakten Losung aufweist.
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Definition 2.25. (globaler Diskretisationsfehler)
Unter dem globalen Diskretisationsfehler g an der Stelle x; versteht man den Wert

9k = y(Tk) — Yk (66)

Es ist im Rahmen einer HM II-Vorlesung nicht moglich, ausfiihrlich iiber die Hintergriinde von
numerischen Losungsverfahren von DGL sprechen. Ein Eindruck und einige wichtige Aussagen
sollen jedoch gemacht werden.

Um Fehler iiberhaupt abschitzen zu konnen, sind von @ Lipschitz-Bedingungen der Art

|q>(m,y,z, h) - q)(x,y,z*,h)| S L‘z - z*| (68)

fir z,y, y*, z, 2%, h aus einem Bereich, der fiir die DGL relevant ist, zu erfiillen. Fiir die Lipschitz-
Konstante soll 0 < L < oo gelten. Auflerdem fordert man von der Losungsfunktion y(z) und
von®, daB sie hinreichend oft stetig differenzierbar sein sollen.

Aus der Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers errechnet man

Y(rpt1) = y(xk) + h®(zk, y(or), y(Tr41), h) + dipt1

und durch Subtraktion von (64) erhilt man nach Ergéinzung einer "nahrhaften” Null

Gk+1 = gk + h[®(zk, y(zk), Y(Tkt1), ) — D(zk, Yk, Y(Thy1), )+

+(I)($ka Yk, y($k+1)7 h’) - (I)(xka Yk Yk+1, h)] + dk-l—l .

Wegen der Lipschitz-Bedingungen folgt daraus im allgemeinen impliziten Fall

lge+1l < lgrl + B[Lly(zk) — yk| + Lly(zh+1) — yrsl] + [dia]
= (1+hL)|gk| + hL|gk41| + |di+1] - (69)
Unter der Voraussetzung hL < 1 ergibt sich weiter

1+hL |dj11|
< .
|gk+1| < 1—hL‘gk| 1—-hL

Zu jedem h > 0 existiert eine Konstante K > 0, so daf in (70)

14+ hL
1—hL

gilt. Fir ein explizites Einschrittverfahren entfillt in (69) das Glied hL|gk+1|, so daB8 aus (69)
die Ungleichung

=1+4+hK

|9k 1] < (1 + hL)|gk| + |di11] (71)

folgt. Der Betrag des lokalen Diskretisierungsfehlers soll durch

ml?,x|dk\ <D

abgeschitzt werden. Bei entsprechender Festsetzung der Konstanten a und b erfiillen die Betrige
gemiB (70) und (71) eine Differenzenungleichung

gks1] < (1 +a)|ge] +b. (k=0,1,2,..). (72)
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Lemma 2.26.
Erfiillen die Werte gy, die Ungleichung (72), dann gilt
1+a)” -1 b
nd < T L (1 a)lgol < 2o 1]+ o] (73)

Der Beweis ergibt sich durch die wiederholte Anwendung der Ungleichung (72) bzw. der Eigen-
schaft der Exponentialfunktion (1 +1t) < e’ fiir alle t. Aus dem Hilfssatz ergibt sich der folgende
wichtige Satz.

Satz 2.27.
Fir den globalen Fehler g, an der festen Stelle x, = xo +nh gilt fiir eine explizite Finschritt-
methode

D D
lgn| < h—L[enhL -1 < h—LenhLa (74)
und fir eine implizite Methode
D D
< nhK _ 1 < nhK.
ol < a =Ry e N Ak (75)

Unter "normalen” Umstéinden” kann man fiir die Konstante D zur Abschéitzung des maximalen
lokalen Diskretisationsfehlers die Beziehung

D< %hZM (76)

zeigen, wobei M eine obere Schranke des Betrages der 2. Ableitungen von der Lésung y ist.
Damit ergibt sich z.B. fiir das explizite Euler-Verfahren die Abschitzung

M
lgn| < hopet@ == hC, CER (77)

fiir den globalen Fehler. Wenn man die Stelle z,, festhiilt und die Schrittweite h = *2-%0 mit
groBer werdenden n abnimmt, dann bedeutet (77), daf die Fehlerschranke proportional zur
Schrittweite abnimmt. Man sagt, dafl die Methode von Euler die Fehlerordnung 1 besitzt.

Definition 2.28.
Ein Einschrittverfahren (64) besitzt die Fehlerordnung p, falls fiir seinen lokalen Diskretisations-
fehler dj, die Abschétzung

max |dy| < D = const. - lPT! = O(hPT!) (78)
1<k<n

gilt.

Korollar 2.29.
Der globale Fehler einer expliziten Methode mit der Fehlerordnung p ist wegen (74) beschrankt
durch

t.
gn] < =" B = O(R) . (79)
Definition 2.30.
Ein Einschrittverfahren (64) heifit mit der Differentialgleichung (61) konsistent, falls seine Feh-

lerordnung mindestens gleich 1 ist.

"Hier ist die p—fache stetige Differenzierbarkeit der Losungsfunktion y der DGL gemeint.
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2.8.3 Verbesserte Polygonzugmethode und Trapezmethode

Um zu einer Methode mit einer Fehlerordnung gréfier als 1 zu gelangen, nehmen wir an, mit der
Polygonzugmethode (63) seien bis zu einer gegebenen Stelle z zwei Integrationen durchgefiihrt
worden, zuerst mit der Schrittweite hy = h und dann mit der Schrittweite ho = % Fir die
erhaltenen Werte v, und 9o, nach n, bzw. 2n Integrationsschritten gilt ndherungsweise

yn = y(x) +cih + O(h?)
h
y(z) + 015 + O(h2) )

Q

Yon

Durch Linearkombination der beiden Beziehungen erhélt man nach der sogenannten Richardson-
Extrapolation den extrapolierten Wert

= 2Yop — Yn = y(x) + O(hQ) ) (80)

dessen Fehler gegeniiber y(z) von zweiter Ordnung in A ist.

Anstatt eine DGL nach der Eulermethode zweimal mit unterschiedlichen Schrittweiten parallel
zu integrieren, ist es besser, die Extrapolation direkt auf die Werte anzuwenden, die einmal von
einem Integrationsschritt mit der Schrittweite A und andererseits von einem Doppelschritt mit
halber Schrittweite stammen. In beiden Fillen startet man vom Naherungspunkt (xg, yx).

Der Normalschritt mit der Eulermethode mit der Schrittweite h ergibt

y,‘;’l =yg +hf(zg, yx) - (81)

Ein Doppelschritt mit der Schrittweite % ergibt sukzessiv die Werte

h
y,(ﬁ% = Y+ 5 (@ yr)
2 2 h h (2
?/1(9421 = yz(cj%+§f($k+§’y1(cj%)' (82)

Die Richardson-Extrapolation angewandt auf y,(f_zl und y,(cl_zl ergibt

(2) (1)

Ye+1 = 2Ypi1 — Ypia
_ 9@ h @
= e,y HRfGr+ 5oy ) — vk — b (2k, yE)
h
= 2yk+hf($kayk)+hf($k+§ay,(j)_%) — Yk — hf (Tk, Yk)
h h
= yp+hf(ze+ o uk + 5 f Tk Uk)) - (83)

2 2

Wir fassen das Ergebnis (83) algorithmisch zusammen

kv = f(zr, yk)
h h
ky = flzp+ oYkt §/€1) (84)
Yk+1 = Yk +hko

und nennen die Rechenvorschrift (84) verbesserte Polygonzugmethode von Euler. Dabei stellt
k1 die Steigung des Richtungsfeldes im Punkt (zg,yx) dar, mit der der Hilfspunkt (zj + %, Yk +
%kl) und die dazugehorige Steigung ko berechnet wird. Schliellich wird yi1 mit der Steigung
ko berechnet. Die geometrische Interpretation eines Verfahrensschrittes ist in Abb. 9 dargestellt.
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y(x)

R k2
yk+1

Y,
Yi k+1/2

X X 2 Xer1

Abbildung 9: verbesserte Polygonzug-Methode

Eine genaue Untersuchung des lokalen Diskretisationsfehlers dj 1, die hier nicht angefiithrt wer-
den soll, ergibt eine Fehlerordnung der verbesserte Polygonzugmethode von 2.
Wenn man die DGL (61) integriert, erhilt man mit

Th+1

W) —ya) = [ floy(a)do (85)
Tk

eine zur DGL #quivalente Integralgleichung. Da fiir die rechte Seite i.d.R. keine Stammfunktion

angegeben werden kann, wird das Integral mit einer Quadraturformel approximiert. Wenn man

die Trapezregel anwendet, wird (85) nur ndherungsweise gelost, so dal y(xky1) durch yx,1 und

y(z) durch yi ersetzt werden, und man erhilt mit

Yk+1 = Yk + g[f(wk,yk) + f(Tht1, Yrt1)] (86)

die Trapezmethode als implizite Integrationsmethode, weil in jedem Integrationsschritt eine
Gleichung zur Bestimmung von yiy1 zu losen ist.

Da diese Gleichung oft nichtlinear ist, wird zur Losung eine Fixpunkt- Iteration (siehe HM I)
verwendet. Man startet mit

y,‘ﬂl =y + hf(Tr, yi) (87)

und die Wertefolge

s h s
yl(c_:—ll) =Y + §[f($kayk) + f('/zk+1,y](§—})-1)] 8 = 07 11 25 (88)

konvergiert gegen den Fixpunkt y.1, falls ¥(z,y) := f(z,y) die Bedingung (67) mit der Kon-
stanten L erfiillt und hTL < 1 ist, weil damit die Voraussetzungen des Banach’schen Fixpunkt-
satzes erfiillt sind.

Da der Wert yj1, wie er durch (86) definiert ist, nur eine Ndherung fiir y(zj1) ist, beschrinkt
man sich in der Praxis darauf, in der Fixpunktiteration (88) nur einen Schritt auszufiihren.
Damit erhélt man die Methode von Heun in der Form

®»

Ye+1 Yk + h’f(xkayk)

h
yerr = e+ 51 @n ) + f(@ne, g2 - (89)

Dabei wird mit der expliziten Methode von Euler ein sogenannter Pridiktorwert y](ﬁl be-

stimmt, der dann mit der impliziten Trapezmethode zum Wert yj1 korrigiert wird. Die Methode
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von Heun bezeichnet man deshalb auch als Pradiktor-Korrektor-Methode, die algorithmisch
die Form

ky = f(ok, yr)
ky = f(zr+h,yr + ki) (90)

h
Yk+1 = Ykt E[kl + ko]

hat. Es werden also die Steigungen k; und k2 zur Bestimmung von y;1 gemittelt.
Die Trapez-Methode und die Pradiktor-Korrektor-Methode haben ebenso wie die verbesserte
Polygonzugmethode die Fehlerordnung 2.

2.8.4 Runge-Kutta-Verfahren

Die verbesserte Polygonzugmethode und die Methode von Heun sind Représentanten von expli-
ziten zweistufigen Runge-Kutta-Verfahren mit der Fehlerordnung 2. Nun soll die Herleitung
von KEinschrittmethoden hoéherer Fehlerordnung am Beispiel eines dreistufigen Runge-Kutta-
Verfahrens kurz dargelegt werden.

Ausgangspunkt ist wiederum die zur DGL &quivalente Integralgleichung

Tk+1

Y(zry1) —ylzg) = / f(z,y(x))dz .

Tk

Der Wert des Integrals soll durch eine allgemeine Quadraturformel, die auf 3 Stiitzstellen im
Intervall [zg, xg+1] mit entsprechenden Gewichten beruht, beschrieben werden, so da man den
Ansatz

Yot = g+ e f (6, 9(6)) + eaf (€2, y(£2)) + eaf (€3, y(E3))] (91)

erhilt. In (91) sind also einerseits die Integrationsstellen ¢ und die unbekannten Werte y(&;)
festzulegen. Fiir die letzteren wird die Idee der Pradiktormethode verwendet, wobei die Methode
explizit bleiben soll. Fiir die Integrationsstellen setzt man

& = xy, & =z, + agh, & = 1, + ash, 0<aga3<1, (92)

an. Wegen &1 = x, wird y(&1) = yx gesetzt. Fiir die verbleibenden Werte werden die Pradiktor-
ansétze

y(&2) : ys = Yk +hbof(zk,yk)
y(€3) : yzs = Yk +hbsif(zk,yk) + hbsaf(zk + a2h,ys) (93)

mit den drei weiteren Parametern bej, b1, b3a gemacht. Der erste Pradiktorwert y5 hingt von
der Steigung in (z,yx) ab, und der zweite Wert y35 héingt dariiberhinaus noch von der Steigung
im Hilfspunkt (£2,y5) ab. Wenn man die Ansitze (92) und (93) in (91) einsetzt, ergibt sich der
Algorithmus

ki = f(zk yk)
ky = f(xx + agh,yp + hba k) (94)
ks = f(xx + ash,yr + h(b31k1 + bs2ks))

Yk+1 = Yk + hlcikr + coka + c3ks] .

Da beim Algorithmus (94) die Funktion f(z,y) pro Integrationsschritt dreimal ausgewertet wer-
den muf, spricht man von einem dreistufigen Runge-Kutta-Verfahren.
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Ziel bei der Bestimmung der 8 Parameter ao,as, be1,b31,b32,c1,co,c3 ist eine moglichst hohe
Fehlerordnung des Verfahrens. Dies wird im Rahmen einer Analyse des lokalen Diskretisierungs-
fehlers getan. Bevor man dies tut, wird von den Parametern

as = by a3 = b3y + b3y (95)

gefordert, mit dem Motiv, dafl die Priadiktorwerte y5 und yj fiir die spezielle DGL y' = 1 exakt
sein sollen.
Der lokale Diskretisationsfehler des Verfahrens (94) ist gegeben durch

dit1 = y(zrt1) — y(zk) — hlciky + coka + csks] (96)

wobei k; die Ausdriicke bedeuten, die aus k; dadurch hervorgehen, daB y; durch y(zy) ersetst
wird. Nach der Entwicklung von k; in Taylorreihen an der Stelle z; und lingeren Herleitun-
gen, die in der Lehrveranstaltung ”Numerik fiir Ingenieure” fallen, erhélt man fiir den lokalen
Diskretisationsfehler

1
dk+1 = hF] [1 —Cc] —Cy — 03] + h2F2[§ — ascy — a3C3] +
1 1 1 1
+ h3[F31(6 — agczbsg) + F32(6 - 5“362 - 56303)] +O(nY), (97)

wobei F, F», F31, F32 Koeffizientenfunktionen sind, die im Ergebnis der Taylorreihenentwicklung
entstehen und von den Ableitungen der Losungsfunktion y(z) abhingen. Soll das Verfahren
mindestens die Fehlerordnung 3 haben, ist das Gleichungssystem

ci+ectez =1
1
azc3 +azcy = B}
1
asczbzz = 5
1

a%@ + a§C3 = § (98)

zu erfiillen, denn dann fallen in (97) alle Glieder auier O(h?) weg. Unter der Einschrinkung
as # a3 und ag # % erhilt man in Abhéngigkeit der freien Parameter a9, a3 die Losung

c 3(1,3 -2 2 — 3a2
s 2 Cn = —— 972
2 6(1,2 (G,3 — 0,2) 3 60,3 (a3 — G,Q)
6 2-3 -
o azas + (az + a3), by = as(as — az) (99)
6a2a3 ao (2 - 3a2)
Ein Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung erhilt man z.B. mit
1 2 3 1 2
ar =3, 63 = 3, c2 =0, =1 =7 532=§, b31 = ag — b3z = 0.
Man nennt das Verfahren auch Methode von Heun dritter Ordnung, und der Algorithmus lautet
ki = f(zk,yk)
1 1
ke = flzr+ ghoye +h gkl) (100)
2 2
ks = flzgp+ 3P yk + §k2)

1 3
Y41 = Yp + h[zkl + st] .
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Die Wahl der Parameter erfolgt auch so, dal man moglichst prignante Koeffizienten und ein
7einfaches” Verfahren erhilt. Man sieht, dafl durch die Existenz unendlich vieler Lésungen un-
endlich viele Runge-Kutta-Verfahren existieren. Wir lassen es aber bei dem Verfahren (100)
bewenden. Die folgenden beiden Abbildungen 10 und 11 zeigen die Ergebnisse der Berechnung
der Losung des AWP

, 1

vy= zlnz

y  y(2)=In2

mit der Euler-Methode, der verbesserten Polygonzugmethode, der Trapez-Heun-Methode und
der Runge-Kutta-Methode dritter Ordnung im Vergleich mit der exakten Losung y = Inz im
Intervall [2,100].

55 | | ‘ ' T T T T T

log(t)
| ‘euler "
R e —

4
35
3
2.5
2
15
1

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 10: numerische Losung mit der Schrittweite A = 0.5

5 T T T T T T T T T

4.5

1 4

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 11: numerische Lésung mit der Schrittweite h = 0.1
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3 Reihen

In der HM I-Vorlesung haben wir uns bereits mit speziellen Reihen befafit, den Taylorreihen. Da-
bei ging es um die Approximation von Funktionen durch Potenzreihen. Weitere Anwendungsge-
biete von Reihen ist die ndherungsweise Berechnung von Integralen und Differentialgleichungen.
Bei der Beschreibung von periodischen Prozessen spielen spezielle Funktionenreihen im Rahmen
der Fourieranalyse eine zentrale Rolle.

Neben der Approximationsproblematik haben Reihen von Zahlen in der Finanzmathematik Be-
deutung.

3.1 Zahlenreihen

3.1.1 Konvergenz unendlicher Reihen

Definition 3.1.
Wir betrachten die Zahlenfolge

ap, ai, az,asg, ...
Wenn man die Elemente nacheinander aufaddiert, entsteht mit
80 = ag, 81 = ag + a1,S82 = ag + a1 + ag, ...

eine Zahlenfolge (s,), die man unendliche Reihe nennt.
Man beschreibt die unendliche Reihe symbolisch durch

00
[a0+a1 + a9 -|—a3-|—...] oder Zak .
k=0

Statt unendlicher Reihe sagt man auch kurz Reihe.
Die Summen

n
Sn=Y_ (101)
k=0

heiflen Partialsummen der Reihe.

Als Beispiel einer Reihe sei die spezielle geometrische Reihe

genannt.

Definition 3.2.
Eine Reihe ) a) heifit genau dann konvergent, wenn die Folge (sy) ihrer Partialsummen
konvergiert. Ist s der Grenzwert dieser Folge, also s = lim,,_, o, Sy, 80 schreibt man dafiir auch

s heifit Grenzwert oder Summe der Reihe.
Eine Reihe, die nicht konvergent ist, heifit divergent.
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Bemerkung 3.3.
Es wird bei konvergenten Reihen also die Reihe (= Folge der Partialsummen) mit ihrem Wert,
einer Zahl identifiziert.

Beispiel 1:
Da die allgemeine geometrische Reihe

o0
l+g+P++q +..]=) ¢
k=0

oft benutzt wird, soll diese Reihe kurz diskutiert werden. Wir konzentrieren uns auf den Fall
g # 1, da die Reihe anderenfalls v6llig uninteressant ist (eine endliche Summe existiert nicht).
Wenn man die Partialsumme

sSn=14+q¢g+¢+...+q¢"
und das Produkt ¢s,,
@sn=q+¢+¢ +...+¢""

voneinander subtrahiert, erhélt man

1 1-— an

Sp—qsn=1—¢""" bzw. s, =

l—q

Damit ergibt sich

o0

1
qu = lim s, = ——
n—00 1— q

k=0

fiir |g| < 1. Fiir |g| > 1 divergiert dagegen die geometrische Reihe.

Beispiel 2:
Eine weitere bekannte Reihe ist die harmonische Reihe®

1 1 1 <1
I+-4+-4+=-+..1=Y =.
gy ritd=Xg

Die harmonische Reihe ist divergent, obwohl ihre Glieder gegen Null streben. Im Falle n = 2™
gilt fiir die n—te Partialsumme
sno= 1+3+G+1)+GE++)+
4 Glieder

seder 2m—1 Qlieder
it +GE+ o+
4 Glieder
FE+ et L)+t G+ o+ 58)
8 Glieder 2m=1" Qlieder
= 1—|—m-%—)oo fir m — o

v
—_
+ o0
N[
_|_
—~ O

Da die Folge (sy,) streng monoton steigt, folgt schlielich lim,,_, s, = 00, also
o0
k=1

Der Startindex fiir & muf nicht unbedingt 0 sein. Hier lassen wir auch irgendeine endliche ganze Zahl zu.

= 0.

| =
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Satz 3.4.
Konvergente Reihen diirfen gliedweise addiert, subtrahiert und mit einem konstanten Faktor
multipliziert werden.

Es gilt
[e o] (e e] o
Zak+bk Zak-l-Zbk
k=0 k=0 k=0
i)\ak —)\Zak
k=0 =

Man iiberlegt sich schnell, dal Reihen nur dann konvergieren kénnen, wenn die Glieder nicht
gegen eine endliche Zahl ¢ # 0 streben. Deshalb gilt das folgende notwendige Kriterium.

Satz 3.5.

Bei einer konvergenten Reihe Y p , ap konvergieren die Glieder gegen Null, d.h.,
lim a; =0
k—o00

Am Beispiel der harmonischen Reihe sieht man, dal die Umkehrung des Satzes nicht gilt.

3.1.2 Allgemeine Konvergenzkriterien

Satz 3.6. (Monotoniekriterium fir Reihen)
Eine Reihe mit nichinegativen Gleidern ay konvergiert genau dann, wenn die Folge ihrer Parti-
alsummen beschrankt ist.

Dies folgt sofort aus dem Satz iiber beschréinkte und monotone Folgen, da s, = Y ;_, ax monoton
steigt.

Satz 3.7. (Cauchy-Kriterium fir Reihen)
Eine Reihe Y 5o ax konvergiert genau dann, wenn folgendes gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N, so daf fir alle m > n > ng stets

m

| > ap| <e (102)

k=n+1
gilt.

Bemerkung 3.8.
Daf§ Cauchy-Folgen in R bzw. C einen Grenzwert haben, charakterisiert gerade R bzw. C. In Q
(Korper der rationalen Zahlaen) gilt das nicht.

Satz 3.9. (Leibniz-Kriterium)
Fine alternierende Reihe

[ap — a1 + a2 —as +as — ...]
konvergiert, wenn die Folge der Glieder ar, > 0 monoton fallend ist und gegen Null strebt, also

lim a; =0.
]—)OO
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Beispiel:
Wenn man statt der harmonischen Reihe die daraus modifizierte alternierende Reihe
1 1 1 ad 1
l1—=-4+=-—-—=-4+.]= —1)kt12
N L .

betrachtet, so konvergiert diese nach dem Leibnizkriterium.

3.1.3 Absolut konvergente Reihen

Definition 3.10. (Absolute Konvergenz)
Eine Reihe ) ;2 ; aj heifit absolut konvergent, wenn die Reihe der Absolutbetriige ihrer Gleider
konvergiert, d.h., wenn

o

> lax|

k=0
konvergent ist.

Korollar 3.11.
Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Diese Folgerung ergibt sich wegen der Dreiecksungleichung
lant1 + - + am| < l|amsi| + ... + |lam| ,  m,n beliebig,

aus dem Cauchy-Kriterium.

Bemerkung 3.12.

Absolut konvergente Reihen stellen den Normalfall konvergenter Reihen dar. D.h., konvergen-
te Reihen, die nicht absolut konvergieren, sind selten und bilden die Ausnahme. Es sei daran
erinnert, dal bei Reihen mit positiven Gliedern Konvergenz gleichbedeutend mit absoluter Kon-
vergenz ist.

Deshalb werden wir uns etwas intensiver mit Konvergenzkriterien und den Eigenschaften absolut
konvergenter Reihen befassen.

Reihen, die konvergent, aber nicht absolut konvergent sind, heiflen bedingt konvergente Rei-
hen.

Satz 3.13.

Absolut konvergente Reihen dirfen beliebig "umgeordnet” werden, d.h., ist Y o, a eine absolut
konvergente Reihe mit dem Grenzwert s, so konvergiert jede durch Umordnung ihrer Glieder
daraus entstehende Reihe ;- an, ebenfalls gegen s.

In der Folge (ny) kommt jeder Index 0,1,2,.. genau einmal vor.

Satz 3.14. (Multiplikationssatz)

Sind
o oo
Z ak und Z by,
k=0 k=0

absolut konvergente Reihen, so folgt

o0

O ar)- O btk = Y by, (103)
k=0 k=0

k=0,j=0
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wobei die Indizes (k,j) in der rechten Summe alle Paare

(0,0) (0,1) (0,2)
(1,0) (1,1) (1,2)
(2,0) (2,1) (2,2)

in irgendeiner Weise durchlduft. Wahlt man die Reihenfolge in der nachfolgend skizzierten Weise

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
(1,0~ 1,1 ~ (1,2) ~
(2,00 .~ (1) 7 %
3,0 & ..
A
so folgt
o oo 00 J
(Z ak) - (Z bk) = ZC]' mit Cj = Zakbj,k (104)
k=0 k=0 j=0 k=0

Das Produkt (104) nennt man auch Cauchy-Produkt.

3.1.4 Konvergenzkriterien fiir absolut konvergente Reihen

Im Folgenden werden die wichtigsten Konvergenzkriterien fiir absolut konvergente Reihen bzw.
Reihen mit positiven Gliedern dargestellt.

Satz 3.15. (Majorantenkriterium)
Ist Y72 o ai absolut konvergent und gilt

bk | < |ak

fiir alle k von einem Index ko an, so ist auch Y p- by absolut konvergent.

o0 o0
Z |ak| heift eine Majorante von Zbk .

k=0 k=0
Beweis.
Aus
n n o
D10l < D larl < ) lad
k=ko k=ko k=ko
folgt mit dem Monotoniekriterium 3.6 die Behauptung. O

Satz 3.16. (Vergleichskriterien)
Seien die Rethen

o0

o
Zak mit ap >0, und Z by mit by >0,
k=0 k=0

gegeben.
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(1) Gilt fir alle k

so folgt
(e o] n
dap < by,
k=0 k=0

und

ist Y po o by konvergent, dann ist auch Y ;2 a konvergent (Y72, by ist konvergente Ma-
jorante), bzw.

ist Y pe o ak divergent, dann ist auch Y oo by divergent (332 ay ist divergente Minoran-
te).

(2) Eistiert ein endlicher Grenzwert

limZ—::c#O mit by # 0,

so gilt:
E's konvergieren beide Reihen,
oder es divergieren beide Reihen.

Satz 3.17. (Quotientenkriterium)
Die Reihe Y 32 g ay ist absolut konvergent, wenn es eine Zahl ¢ <1 gibt, mit

1B <o, ap £0, (105)
ag

fir alle k von einem Index ko an. Gilt andererseits von einem Index ko an

a
SR> 1 ap#0,
ag
so ist die Reihe divergent.
Beweis.
Aus (105) folgt
a a a a
S I e R I R B A T Tl
QLo Ak, Afo+1 ar—1
also
a . _
|—k| < cFk0 baw. |ap| < B, mit B = ¢7*|ay,| .
ag,
Aus der Konvergenz der geometrischen Reihe Y 72 o Bc* bei ¢ < 1 gegen %c folgt die absolute
Konvergenz von Y p2  a. O

Satz 3.18. (Wurzelkriterium,)
Die Reihe EZ‘;O ay, st absolut konvergent, wenn es eine Zahl c < 1 gibt, mit

Vlak| < c, ap # 0, (106)

fir alle k von einem Index ko an. Gilt andererseits von einem Index ko an

k\/ ‘a'k“ > ]-a ag 7é 03

so ist die Reihe divergent.
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Beweis.
Aus (106) folgt |ay| < c*. Damit ist die geometrische Reihe > 3° ; ¢ eine konvergente Majorante
der Reihe Y 72 o ay. O

Aus dem Quotientenkriterium und dem Wurzelkriterium kann man nun direkt die etwas ”grif-
figeren” Kriterien folgern.

Korollar 3.19. (Quotienten- und Wurzelkriterium)
Fir die Reihe Yy ay ezistiere

lim |2 = d  (af #0)

k—oo ag
oder
lclggo Vi =d.
Dann folgt:

Die Reihe konvergiert absolut, falls 0 < d < 1 ist, und sie divergiert, falls d > 1 ist.

3.1.5 Integralkriterium fiir Reihen

Mit den Majorantenkriterium und den Vergleichskriterien wurde schon deutlich, da es Ahnlich-
keiten zwischen Reihen und uneigentlichen Integralen (eine Integrationsgrenze gleich oo) gibt.
Es sei nun f eine Funktion, die auf jedem abgeschlossenem Intervall [m, p| C [m, 00) integrierbar
ist.

Satz 3.20. (Integralkriterium fir Reihen)
Ist f(z) auf [m,o0) positiv und monoton fallend (m ganzzahlig), so haben

0 00
k=m m
gleiches Konvergenzverhalten.

Beweis.
Es gilt f(k) > f(z) > f(k+1) fur alle z € [k, k+1] und jede ganze Zahl k > m. Nach Integration
iiber [k, k + 1] folgt

k+1
£ (k) z/k f@)de > f(k+1).

Die Summation iiber k£ von m bis n ergibt

n n+1 ntl
Siwz [ sz Y 09,
k=m m k=m+1

Aus dem Monotoniekriterium fiir Reihen (Satz 3.6) und dem Monotoniekriterium fiir uneigent-
liche Integrale folgt die Behauptung des Satzes. 0

Die Abbildung 12 zeigt die Begrenzung des Wertes der Reihe Y 77, k% durch das uneigentliche
Integral floo w% dx.
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100=2

X

Abbildung 12: floo w% dz als Majorante von Y 7, kiz

3.2 Funktionenfolgen*

Bevor wir Funktionenreihen behandeln wollen, soll der Begriff der Funktionenfolge erklirt wer-
den.

Definition 3.21. (Funktionenfolge)
Die unendliche Folge

fla fZa f3a RS fna (107)

der Funktionen f; : D — R, k = 0,1,2,..., nennen wir Funktionenfolge auf D und schreiben
dafiir wie im Falle von Zahlenfolgen auch kurz (f,)nen oder (fy).

Definition 3.22. (punktweise Konvergenz)
Eine Funktionenfolge (f,) auf D heifit punktweise konvergent, wenn fiir jedes x € D die Zah-
lenfolge (f,(z)) konvergiert. Die Grenzfunktion f ist dabei durch

lim f,(z)=: f(z) fiir jedes z € D

n—oQ

erklart.

Nach diesem Konvergenzbegriff strebt die Funktionenfolge

1
fn(z) = Tra "7 1,2,3, ...
punktweise gegen die Grenzfunktion
1 fir |z| <1
f@)=3 1 fir |a|=1,
0 fir |z|>1

Damit haben wir die Situation, dafl eine Folge stetiger Funktionen punktweise gegen eine offen-
sichtlich unstetige Grenzfunktion konvergiert. Um zu sichern, daf} sich im Ergebnis des Grenz-
prozesses eine stetige Grenzfunktion steht, mufl ein ”schirferer” Konvergenzbegriff gefunden
werden.

Bevor mit der gleichméfBigen Konvergenz dieser ”schirfere” Konvergenzbegriff formuliert wird,
soll der ” Abstand” zweier Funktionen definiert werden.
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Definition 3.23. (Abstand und Supremumsnorm)
Seien f und g beschrinkte Funktionen auf D, so nennt man

1f = 9lloo == sup | f(z) — g(z)]
z€D

den Abstand beider Funktionen voneinander.
Die Supremumsnorm || f|| ist das Supremum von |f(z)| auf D

1 lloo := sup | (z)|
z€D

oder der Abstand der Funktion f von der Funktion g = 0.

Bemerkung 3.24.
Unter dem Supremum verstehen wir die kleinste obere Schranke. Betrachten wir z.B. die Funk-
tion f(z) = arctanz auf D = [0, 00). Wir wissen, da$ fiir alle z € D

flz) <
gilt. Andererseits finden wir keine Schranke ¢ < § mit

flz)<e

denn man findet z.B. mit zo = tan((§ + ¢)/2) immer ein Element aus D mit
g > f(z0) > ¢

so daf} 7 die kleinste obere Schranke ist.
Es gibt allerdings kein Element xo € D mit f(zo) = §, so dal auf D = [0, 00) die Funktion f
kein Maximum annimmt. Es gilt

Iflle = sup |f()| =7 -

z€[0,00)

Definition 3.25. (gleichmifBige Konvergenz)
Eine Funktionenfolge (f,) auf D konvergiert genau dann gleichmifig gegen eine Grenzfunktion
f auf D, wenn von einem Index ny an alle Funktionen f,, — f beschrinkt sind und

Jim || fn — fllo =0
gilt. In diesem Falle schreibt man auch kiirzer
f= lim f, oder fn— ffirn — co.
n—oo

Es folgt unmittelbar, daf3

Korollar 3.26.
Jede gleichmdf$ig konvergente Funktionenfolge konvergiert auch punktweise.

Satz 3.27. (Cauchysches Konvergenzkriterium fir gleichmdfige Konvergenz)
Eine Funktionenfolge (fy,) auf D ist genau dann gleichmdflig konvergent, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es einen Index ng, so daf fir alle n,m > ngy gilt

| frn = fmlloo < €.
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Satz 3.28.
Jede gleichmiflig konvergente Folge stetiger Funktionen (fy,) hat eine stetige Grenzfunktion f.
Anders ausgedrickt gilt fir xo = limg_, oo x5 € D

nlgrolo fn(klggo Tk) = kli)lgo(nli_{go fn(zk)) -

Beweis.

Da die Aussage des Satzes ja das eigentliche Motiv fiir den Ubergang vom Begriff der punktweisen
zur gleichméfBigen Konvergenz war, soll der Satz bewiesen werden.

(fn) konvergiere gleichmafiig auf D C R gegen f. Zum Nachweis der Stetigkeit von f ist die
Differenz |f(z) — f(zo)| fiir z,zo € D abzuschitzen. Es gilt

[f (@) = fzo)| < [f(2) = fu(@)| + | fu(2) = ful@o)| + [fn(2z0) — f(20)| (108)

fiir z,zy € D. Es sei € > 0 beliebig. Jeder der drei Summanden der rechten Seite von (108) soll
kleiner als €/3 gemacht werden, damit die linke Seite kleiner als e wird.

Da (fy) gleichmiBig gegen f strebt, gibt es ein f, mit |f(z) — fn(z)| < €/3 fiir £ € D. Da f,
stetig ist, existiert zu xg ein § > 0 mit

| fn(z) — fa(zo)| < €/3 firalle z €D mit |z—xzo| <.

Zusammen folgt aus (108)
|f(x) — f(mo)| <€/3+€/3+€/3=¢€, falls |z—xzo| <,

also ist f stetig. O
Satz 3.29.
Sind (fr,) und (f}) auf [a,b] gleichmdfig konvergent, so folgt
mit limy, o0 fn = f auch lim,_, f}, = f'.
Satz 3.30.

Ist (fy,) eine gleichmaflig konvergente Folge integrierbarer Funktionen auf [a,b], so ist ihre Grenz-
Sfunktion f = lim,,_, fn integrierbar und es gilt

b

b
lim fn(z)dz :/ f(z)dz .

n—0o0 a

3.3 Gleichméflig konvergente Reihen

Mit den Begriffen Funktionenfolge und gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen,
soll nun der Begriff der Funktionenreihe eingefiihrt werden.

Definition 3.31. (Funktionenreihe)
Sei (fy,) eine Funktionenfolge auf D, dann definieren wir durch

n
sn= fr, n=0,1,23,..
k=0

eine neue Funktionenfolge (s;,) , und nennen diese Folge unendliche Reihe - oder kurz Reihe -
der Funktionen fi. Die fi heilen Glieder der Reihe und die s, Partialsummen. Man beschreibt
die Reihe auch durch

o

ka oder ka(:v) ,mit z € D.
k=0

k=0
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Definition 3.32. (punktweise und gleichméflige Konvergenz)
Die Reihe )72  f ist punktweise oder gleichméBig konvergent, wenn (s,) eine solche Eigenschaft
hat. Die Grenzfunktion s = lim,,_, s, wird auch Summe der Reihe genannt und durch

o0 o0
s = ka oder s(z) = ka(m) ,mit z € D,
k=0 k=0

bezeichnet.

Satz 3.33. (Cauchysches Konvergenzkriterium fir gleichmdfig konvergente Reihen)

Eine Reihe Y p_, fr von Funktionen auf D konvergiert genau dann gleichmifig, wenn folgendes
erfillt ist:

Zu jedem € > 0 gibt es einen Index ng, so daf8 fir alle n,m > ngy gilt

IS fulleo <.

k=n+1

Definition 3.34.
Eine Reihe Y 22 fx von beschrinkten Funktionen auf D heifit genau dann gleichméiBig absolut
konvergent, wenn Y 22 o || fx||oo konvergiert.

Korollar 3.35.
In diesem Fall ist Y ;2 o fr gleichmapig konvergent, denn es gilt

m m
I Z Jrllo < Z ||.felloo -
k=n+1 k=n+1

Satz 3.36. (Majorantenkriterium)
Gilt fir die Glieder der Funktionenreihe Y po o fk

fklloo < ar, k=0,1,2,3,...,

und ist die Zahlenreihe Y o o ap konvergent, so ist die Funktionenreihe > 3> fr gleichmdfig
absolut konvergent. Die Reihe ) - oy heifit eine Majorante fir Yy fi-

Satz 3.37.
Sind die Glieder einer gleichmdipig konvergenten Reihe Y po fi stetig, so ist die Summe s =

Y oreo fr stetig.

Satz 3.38. (gliedweises Differenzieren gleichmdfig konvergenter Reihen)

Es seiy po, fx eine Reihe differenzierbarer Funktionen auf [a,b]. Ezistiert der Grenzwert s(z) =
Y oieo fe(z) fir wenigstens ein « € [a,b], und ist die Ableitungsreihe Y - o fr. gleichmapfig kon-
vergent in [a,b], so ist auch die Funktionenreihe ) . fi gleichmdfig konvergent in [a,b] und
es gilt

O =>_H
k=0 k=0

Satz 3.39. (gliedweises Integrieren gleichmdfig konvergenter Reihen)
Jede gleichmapig konvergente Reihe Y oo o fr integrierbarer Funktionen auf [a,b] besitzt eine
integrierbare Summenfunktion Y 7 o fr auf [a,b] und es gilt:

o

b % b
/ fe(z)dz =" [ fulz)de .
¢ k=0

k=0"0a
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3.4 Potenzreihen

Definition 3.40. (Potenzreihe)
Eine Reihe der Form

o0
Zak(m —z0)*, z,20 ERap €R (109)
k=0

mit den Polynomen s, (z) = Y p_, ax(z — 7o)¥ als Partialsummen heift Potenzreihe.
In diesem Abschnitt sollen nun die allgemeinen Konvergenzeigenschaften von Potenzreihen un-
tersucht werden.

Bemerkung 3.41.
Durch die Transformation z* = z — z( geniigt es, Potenzreihen der Form ) 2° , apz® zu unter-
suchen.

Satz 3.42. (Satz von Cauchy und Hadamard)
Zu jeder Potenzreihe Y 5o apz® gibt es ein Konvergenzintervall (—p,p) mit folgenden Eigen-
schaften:

(a) Die Potenzreihe konvergiert in (—p, p) punktweise. Sie konvergiert aufierdem gleichmafig
absolut in jedem abgeschlossenen Teilintervall von (—p, p).

(b) Auperhalb von [—p, p] divergiert die Potenzreihe.

Die Fille p =0 und p = oo sind zugelassen (Im Falle p = 0 ist (—p, p) leer, und fir p = oo ist

(=p,p) =R).
p heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.

Satz 3.43. (Konvergenzradius)
Es seiy g0y arpz® eine Potenzreihe mit a # 0 fiir alle k > ko. Gilt

lim |2+ = ¢ > 0, (110)
k—oo  aj

oder
lim {/]ag| =c >0, (111)
k—o00

s0 ist

o=

der Konvergenzradius der Reihe.

Beweis.

Wir beschrianken uns auf den Nachweis der Formel
1 . a
= = lim |,
P k—=oo ag

Wir wenden auf die Potenzreihe das Quotientenkriterium fiir Zahlenreihen an, fiir benachbarte
Glieder erhilt man

|ak+1$k+1|

sy
apzk

x| = x|, fir k— oo, (k> ko).

Nach dem Quotientenkriterium liegt Konvergenz fiir ¢|z| < 1, also fiir

1
z| < —=p
C

VOr. O
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Bemerkung 3.44. (Reihen mit ”Liicken”)
Die Anwendung der Berechnungsformeln (110) bzw. (111) fiir Reihen, bei denen Glieder mit
bestimmten z—Potenzen fehlen, z.B. bei der Reihe

.T3 $5 2k—|—1

oo
T kZ:O 2k +1)!

ist nicht moglich, da die Koeflizienten ag, as, a4, ... alle gleich Null sind.

In einem solchen oder dhnlichen Fall wird statt (110) der Grenzwert

a
lim \—nk+1|
k—oo ' Qg

berechnet, wobei ap, und an, , je zwei aufeinanderfolgende Koeffizienten von vorhandenen
z—Potenzen sind. Im Falle der Reihe

2k+1

2 (-1 2k+1)

k=0

errechnet man

1

lim | nk+1 | — lim (2(k+1)+1)! — lim (Qk + 1)!
k—oco Qg k— o0 —(Qk—ll—l)! k—o0 (2([{: + 1) + 1)!
@k+1)! 1

lim o T —0
hooo (2 +3)] koo (Zk+1)(2k+2)

also ergibt sich der Konvergenzradius p = oc.

Bemerkung 3.45. (Immergiiltige Formel fiir den Konvergenzradius)*
Bezeichnet man mit

lim {/|ag|
k—o00

den grofiten Hiaufungspunkt der Folge {/|ax| oder Limes-superior, so kann man den Konver-
genzradius immer mit der Formel
1

limy 00 ¥/ ak|

berechnen. Wenn die Folge {/|ay| unbeschrinkt ist, legen wir den Konvergenzradius p = é =0
fest.
Hat die Folge {/|ax| nur einen Hiufungspunkt, gilt

lim {/|ax| = lim {/|ag]|
k—o0 k—o00

und die Formeln (111) und (112) sind identisch.

(112)

3.5 Addieren und Multiplizieren von Potenzreihen
sowie Differenzieren und Integrieren

Aus den Sétzen iiber die gliedweise Addition und das Cauchy-Produkt folgt unmittelbar fiir
Potenzreihen
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Satz 3.46.
Fiir Summe und Produkt zweier Potenzreihen

D keo k(T — 0)* und 2 ko bz — )"
gilt im gemeinsamen Konvergenzbereich

o0 o o
Zak(w—xo)k—l—Zbk(:v—wo Z (ag + b)) (z — )" (113)
k=0 k=0 k=0

bzw.

(Za :v—a:o Zbk T — ) :ch(x—xo)k (114)
k=0 k=0

mit ¢ = agbg + a1bg_1 + ... + agbp.

Satz 3.47. (gliedweises Differenzieren und Integrieren)
Sei > 2 gak(z — zo)* eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p > 0° .

(a) Die Funktion

o0

f@) =" ar(z — o)

k=0

darf auf dem Konvergenzintervall (zg — p,xo + p) beliebig oft differenziert werden. Die
Ableitungen erhdlt man durch gliedweises Differenzieren der Potenzreihe:

"(z) = Z kay(x — zo)Ft (115)
k=1

(b) Auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [a,b] des Konvergenzintervalls darf f gliedweise
integriert werden. Insbesondere hat f auf (xo — p,xo + p) eine Stammfunktion, die man
durch gliedweises Integrieren erhdlt:

T o0 a
/x ftyde=>" - k
0 k=0

L@ = T A (116)

Satz 3.48. (Identitdtssatz)

Es seien f(z) = Y poq ax(z — 10)F und g(z) = 350 o b (z — m0)* zwei Funktionen von Potenzrei-
hen, die beide im offenen Intervall I um xy konvergieren. Stimmen dann f und g auf nur einer
Folge ©1,x9,x3, ... mit limy, o0 T, = Tg. (T # Tp) dberein, d.h., f(zy) = g(zx) firk =1,2,3, ...,
so sind beide Potenzreihen identisch, also gilt

f(x)=g(x) firalle z€l, und ar=>by fir allek.

Satz 3.49. (Abelscher Grenzwertsatz)

Durch f(z) = Y 5y ar(z — 20)* sei die Funktion einer Potenzreihe dargestellt, die einen end-
lichen Konvergenzradius p > 0 besitzt. Ist die Potenzreihe im rechten Randpunkt xo + p des
Intervalls (zg — p,zo + p) konvergent, so ist f dort auch (linksseitig) stetig, d.h., es gilt

li = &
G 1; ax (0 + p)

Entsprechendes gilt fir die Konvergenz und Stetigkeit im linken Randpunkt xo — p.

9Hier ist zo das Zentrum des Konvergenzintervalls und die Reihe konvergiert fiir alle « € (zo — p, o + p).
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Satz 3.50. (Abel)

(a) Ist fiir ein z1 # O die Zahlenreihe Y po o apzh konvergent,
dann ist Y g0 apz® konvergent fir alle z mit |z| < |z1].

(b) Ist fiir ein 1 # 0 die Zahlenreihe Y oo o arz¥ divergent,
dann ist Y oo, apzk divergent fir alle x mit |z| > |z1].

3.6 Konstruktion von Reihen

In der HM I haben wir mit dem Satz von Taylor eine Grundlage zur Konstruktion von Potenz-
reihen behandelt. Oben haben wir festgestellt, dal man gleichméfig konvergente Potenzreihen
addieren und multplizieren bzw. gliedweise differenzieren und integrieren kann. Im folgenden
sollen diese Prinzipien genutzt werden, um schnell und effizient Reihen herzuleiten oder zu kon-
struieren.

Die gliedweise Addition von Reihen kann man nutzen, um z.B. fiir die Funktion coshz unter
Nutzung der Exponentialreihe eine Reihe aufzustellen. Es gilt per definitionem

1
coshz := 5[6“C +e”]

und mit den Reihen fiir €* bzw. e~ % erhilt man

1 S
coshz = 5[14—3:4—54—5—5—1—...]
n 1[1 +x2 x3+$4 ]
b T E T T Ty
22zt
= D45+ 57+

Die Multiplikation von Potenzreihen unter Nutzung des Cauchy-Produktes kann man z.B. zur
Konstruktion einer Produktreihe fiir e~* sin z anwenden, man erhilt

o0 o
o (—:C)k p $2k+1
e Tsinz = () YO (-1)F o —)
| !
= k! — (2k + 1)!
2 x3 J,‘?’ $5
= (1—.’E+E—§+..)(.’B—§+E— )
= x—$2+x—3—+
B 3

Durch gliedweises Differenzieren erhélt man zum Beispiel ausgehend von der geometrischen
Reihe

1 o0
1 :Zxk:1+$+x2+x3+...
T =
1 1 (o] (o ¢]
_ ro_ kv _ k—1
e e

= 142z+32%+42> + ...
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Will man zum Beispiel eine Reihe fiir den arcsin z haben, und hat die Reihe

—— = 4 T T
V1— 22 2 2-4 2-4-6
zur Verfiigung, erhélt man durch Integration
1-3 1-3-5
arcsinz = x + 3 4 o5+ T+

2.37 To4.5" To.4.6-7"

Da die Taylorreihenentwicklung eine recht wichtige Methode zur Konstruktion von Potenzreihen
ist, soll der Satz von Taylor hier noch einmal angegeben werden.

Satz 3.51. (Taylorformel)
Fiir jede auf dem offenen Intervall I C R (n + 1)—mal stetig differenzierbare Funktion f und
z,x9 € I gilt

! (n)
f(z) = f(zo) + / (I‘TO) (x —x0) + ... + fT('xo)(w —10)" + Ry (z, z0) (117)
mit dem Restglied nach Lagrange
A (3 :
Ry (z,z0) = nt 1) (x — zo) & Wert zwischen x und xy. (118)

. . (k) . . . .
Die Koeffizienten ap = An!sc_o) heiffen Taylor-Koeffizienten und xg heifit Entwicklungspunkt der
Taylorreihe oder Mittelpunkt.
Ist o = 0, spricht man statt der Taylor-Reihe auch von der Mac Laurin-Reihe.

Aus dem Satz von Taylor kann man unmittelbar schlufifolgern

Korollar 3.52.
Fir jede auf dem offenen Intervall I C R beliebig oft stetig differenzierbare Funktion f und
z,x9 € I gilt

wenn fiir das Restglied
lim Ry(z,z0) =0 (119)

gilt.

Bemerkung 3.53.

Die Bedingung lim,_,o Ry (z,29) = 0 ist fiir elementare Funktionen immer erfiillt. Auflerdem
iiberlegt man sich, daf§ die Bedingung immer dann erfiillt ist, wenn z aus dem Konvergenzinter-
vall der Reihe ist.

Wenn man f(¥)(z,) in der Grenzwertbildung nicht beriicksichtigen mufl oder wenn f¥)(z) fiir
alle k beschrinkt ist, ergibt sich die Bedingung (119) sofort.
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3.7 Anwendung von Potenzreihen zur numerischen Intergalberechnung und
zur Losung von DGLn

Die iiber ein Integral definierte Fehlerfunktion

148t sich nicht geschlossen analytisch integrieren. Es ist allerdings moglich, unter Nutzung der
Reihe
2 4 6 0 2k
e t t t B Kt
e _1___+____+"'_E(_1)ﬁ teR

eine gliedweise Integration vorzunehmen. Man erhilt dann

T 2 0 f $2k+1
U(z) :/ e"dt=) (-1)f——— z€R
=S

Damit hat man eine Darstellung, die die Berechnung der Funktionswerte bis zu einer beliebigen
Genauigkeit ermoglicht. Es ist zu beachten, daf} fiir ”grofle” z entsprechend mehr Glieder zur
Erreichung einer vorgegebenen Genauigkeit erforderlich sind als bei z—Werten in der Nihe des
Nullpunktes.

In der HM I haben wir festgestellt, daf} die elliptischen Integrale der Form

o]
k):/ _d o<k <)
0 1 — k2sin?t

nicht analytisch auswertbar sind. Die Entwicklung des Integraden in eine Reihe ergibt
1 1 1 3 1 5
=1+ k’sin’t+ - Skfsintt oS KOsin®t + ..
V1 — k2sin?¢ 2 2 4 2 4 6
so daB man nach der gliedweisen Integration

1, (% ., 1 3., (% 4
F(p, k) =¢+ =k sin“tdt+ - - -k sin“tdt + ...
2" /s 2°4" |,

erhilt. Das vollsténdige elliptische Integral fiir $ = 7 ergibt sich zu

P =" 2 (L 3y (1300 26
K(k) = F(5,k) = [1+( VR 4+ (5 )+ (5 5 gk ]
Fiir den Integralsinus
Sza:—/ smt
ergibt sich unter Nutzung der Reihe
t3 t5
smt—t—g—kg—...

T t2 t4
Siz = / l— o+ = — .. ]dt
0[ TR

3

T e 2k+1
SRR R =2V i)
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Fiir das Fresnel-Integral [ cos(t?)d¢ erhilt man unter Nutzung der cos(¢?)—Reihe

/m cos(t?)dt = /z[l - () + ()" - ()" +...]dt
0 0

2! 41 6!
t5 t9 t13
= [t——t—-———+ .2
[ 55 49 6113 T Jo
o .’I)4k+1

!
P (2k)! (4k + 1)
Abschlielend soll am Beispiel der Losung des Anfangswertproblems
y' +y=cos(2z)  y(0)=0, y(0) =1,

die Anwendung von Potenzreihenanséiitzen zur Losung von Differentialgleichungen demonstriert
werden!C,
Fir die Losung des AWP machen wir den Ansatz

o
y(z) = ap + a1z + apr® + azz® + ... = Zakxk . (120)
k=0
Da y(0) = 0 und ¢'(0) = 1 erfiillt sein muf, ergibt sich sofort ag = 0 und a; = 1. Fiir die erste
und die zweite Ableitung des Ansatzes (120) erhalten wir
Y (z) = 14 2a0z + 3azz® + 4asz® + Sasz® + ...
bzw.
Y (z) = 2ag + 6azz + 120452 + 20a53> + ...

Fiir die "rechte” Seite cos(2z) verwenden wir die entsprechende Reihe

z)? z)t z)8
cos(2z) =1 — (22!) + (24!) - (26!) + ..

Das Einsetzen der Reihen fiir y(z), ¢ (z) und cos(2z) in die DGL ergibt

a9+ 6asz+ 12a42°+ 20as5z3+
T+ a2x2—{— a3:(;3+
= 1- %:BQ—I— %:ﬁ— %xﬁ + ..

Der Koeflizientenvergleich fithrt zu den Beziehungen

4
200 =1 6az3+1=0 12a4 +as=—-—— 20a5+a3=0

2!
und man erhélt schliefllich
1 5 1
a=0 a=1 a=3 3= G =—5 G5 =15
so daf sich fiir die Lésung die Reihe
3 5
ylz) = x+%x2—%—%x4+lx70+...
= sinz + 1:1:2 — 3:54 + ...
2 24

YDer aufmerksame Leser wird schnell feststellen, daB man die Losung des AWP auch analytisch geschlossen
durch die Lésung des homogenen Problems und einen Ansatz nach der Art der rechten Seite erhalten kann. Dies
kann getan werden, um die Richtigkeit des Ergebnisses zu testen.
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ergibt. Eine einfache Rechnung'' zeigt, daf8 der Reihenanteil

1 2 0 4
2:v 24av + ...

das Ergebnis der Differenz der Reihen § cosz und § cos(2z) ist, denn es ist

1
_ T2 -4 -6
cosz = 1 2!:1: +4!:c 6!:1: + ..
4 16 64
COS(ZJ)) = 1- g.’L‘Z Z:LA — EZCG + ...
und fiir 3(cosz — cos(2z)) erhilt man
1 1, 5,
- ~c08(2z)) = x% — gt .

3(cosac cos(2z)) 5%~ g% + )

so dal wir als Losung schlielich
. 1 1
y(z) =sinz + 38T — 2 cos(2x)

erhalten. Zur Ubung und zur Uberpriifung des Ergebnisses auf Richtigkeit sollte die Losung des
AWP auf anderem Wege ermittelt werden.

Hat man nicht wie im besprochenen Beispiel Anfangswerte fiir £y = 0 vorgegeben, sondern
Anfangswerte der Art

y(zo) = yo Y (zo) =y1, w0 #0,

vorgegeben, so empfiehlt sich die Verwendung des Ansatzes

o0

y(x) = ag + a1 (z — o) + ao(z — z0)?® + az(z — z0)> + ... = Zak(x — :1;0)’C . (121)
k=0

fiir die Losung der DGL. Ansonsten geht man genau wie oben vor, und bestimmt die Koeffizi-
enten ay, letztendlich durch die Auswertung der Anfangsbedingungen und einen Koeffizienten-
vergleich.
Eine weitere Moglichkeit der Nutzung von Reihen zur ndherungsweisen Losung von DGLn be-
steht in der Nutzung von Taylorpolynomen. Wir erinnern uns an das Taylorpolynom n—ten
Grades einer Funktion y(z)

yll (-’BO)

2!

(n)
(x —z0)® + ... + yT('wO)(x —z)" .

To(z) = y(xo0) + 9 (x0) (z — z0) +
Hat man nun ein AWP der Form

Y = f(z,y) y(xo) = o

gegeben, kann man ausgehend von der DGL und dem Anfangswert ein Taylorpolynom aufstellen.
Der AW y(zo) = yo ergibt das absolute Glied des Taylorpolynoms, also

y(zo) = yo -

"Hier gebe ich gern zu, daB man auf diese Rechnung dann recht schnell kommt, wenn man die Losung an-
derwértig kennengelernt hat.
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Unter Nutzung der DGL erhilt man

y'(z0) = f(z0,90) -
Differenziert man nun die DGL, erhélt man

df
n_9J

und damit eine Méglichkeit zur Berechnung von 3" (z(). Im Ergebnis dieses sukzessiven Prozesses
erhélt man mit dem so konstruierten Taylorpolynom eine Niherung der Losung des AWP in
einer Umgebung von zy. Es muf} hier allerdings angemerkt werden, daf eine Abschéitzung der
Genauigkeit einer solchen Niherungslosung in der Regel nicht mdglich ist, da eine allgemeine
Formel fiir 4(™) (z() nicht bekannt ist.

Beispiel:
Wir betrachten das AWP
y=z+y> y0)=1,

und wollen die Losung durch ein Taylorpolynom 4. Grades annéihern. Wir miissen also y/(0), 3" (0)
und y"'(0) sukzessiv berechnen. Durch Einsetzen erhalten wir

y(0)=1.
Durch Differentiation der DGL ergibt sich

1 + 2yyl ylll — zylyl + 2yyll

y(4) — 23/”3/’ + 2y//y/ + 2y/y// + 2yym — 6y"y' + ny/// .

Damit berechnet man
y"(0)=3 ¢"(0)=8 y*(0)=18+16=34,

so daf} sich das Taylorpolynom 4. Grades

3 4 34
Tu(z) =1+z+ 5:1:2 + §£L‘3 + ﬂw‘l

zur Niherung von y(z) in einer Umgebung von z = 0 ergibt.

Auf die Anwendung von Potenzreihen zur Grenzwertberechnung oder groben Ndherung von
Formeln soll hier nicht eingegangen werden. Es sei jedoch darauf hingewiesen, daf} die in der HM 1
behandelten und verwendeten ”&quivalenten Grolen” zur Grenzwertberechnung Ergebnisse von
Potenzreihenentwicklungen sind.



4 LINEARE ALGEBRA II 7

4 Lineare Algebra II

Im der HM I-Vorlesung haben wir uns bereits mit Eigenwertproblemen befafit. Nun soll diese
Thematik mit Blick auf die Anwendung der Theorie auf die Lésung von Aufgabenstellungen wie
z.B.

e Losung von Schwingungsproblemen bzw.
e Losung von linearen Differentialgleichungssystemen mit konstanten Koeflizienten und
¢ Klassifikation von Quadriken

angewandt werden.

4.1 Grundlagen

Im folgenden soll in einer kompakten Darstellung die Eigenwertproblematik noch einmal darge-
stellt werden.

Definition 4.1. (Eigenwert/Eigenvektor)
Es sei A eine (n x n)-Matrix mit Elementen aus dem Kérper der komplexen Zahlen'? C. Eine
Zahl \ € C heifit Eigenwert von A und x € C™ ein zugehoriger Eigenvektor, wenn

Ax = Mx und x#0 (122)

gilt.
Die Gleichung Ax = Ax heifit Eigengleichung zu A und 148t sich in Ax — Ax = 0 bzw. mit
x = FEx in

(A—AE)x=0 (x#0) (123)

umschreiben.
Das Eigenwertproblem fiir A besteht darin, alle Eigenwerte (EW) und Eigenvektoren (EV)
von A zu finden. Die Menge aller EW von A heifit das Spektrum von A.

Bemerkung 4.2.

Es sei hier daran erinnert, dal die Eigengleichung (123) ein lineares Gleichungssystem von n
Gleichungen mit n Unbekannten x = (1, T3, ..., z,)" ist, und wir erinnern uns weiter, daf§ dieses
Gleichungssystem nur dann eine vom Nullvektor verschiedene Losung x haben kann, wenn die
Matrix

(A — \E)
nicht regulir ist, d.h., rg(A — AE) < n bzw.
det(A — \E) = 0
gelten muf.

Definition 4.3. (charakteristisches Polynom)
Ist A eine (n x n)-Matrix iiber C, so heifit

xA(A) :==det(A—AE) M€K,

das charakteristische Polynom von A, das den Grad n hat.

12Bei den fiir Ingenieure relevanten Anwendungen ist hauptsichlich der Fall der reellen Matrizen von Interesse.
Allerdings wissen wir ja bereits, dafl die Eigenwerte reeller Matrizen komplex sei konnen.
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Hieraus ergibt sich die Folgerung

Korollar 4.4.
Die Figenwerte einer (n x n)-Matriz iber C sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
xa(A) von A.

Beispiel 1:

5 -2
1 2
charakteristische Polynom erhalten wir

Gegeben ist die Matrix A = ) Es sollen die EW und EV berechnet werden. Fiir das

5—X =2
XA()‘) = det‘( 1 2_)\‘

= 5-N2-AN+2=10-TA+X+2=X2 - 7A+12

Fiir die Nullstellen errechnet man

7 49 7
— s/ —12=-+
M2 =3 4 2

so dafl A die EW A\ = 4 und Ay = 3 hat.
Zur Berechnung der EV sind die Gleichungssysteme

bl

N —

1 —2$2 =0 baw 2:171 —2:62 =0
I —2I2 =0 ) I —X9 =0

zu lésen. Das linke Gleichungssystem zur Berechnung der Eigenvektoren, die zum EW )\;
gehoren, hat die Losung

x1:c<i> ceK, c#0,

und das rechte Gleichungssystem zur Berechnung der Eigenvektoren, die zum EW Ay gehoren,
hat die Losung

X2=d<1> de K, c#0.

Beispiel 2:

In diesem Beispiel soll die Beziehung zwischen Eigenwertproblemen und Differentialgleichungs-
systemen skizziert werden. Fiir einen Zwei-Massen-Schwinger der Massen mi,mo ergeben
sich die Bewegungsgleichungen

miLy = —kiz1+ k)g(xg — 3:1)
meZe = ko(z1 — z2)— k3o

wobei die Punkte {iber den beiden Massenpunkten z; die Ableitungen nach der Zeit markieren.
k1, k1, ks sind Federkonstanten. Mit den Verabredungen

T __kitko k2

_ — m m

x_(JT )’ A= k_‘z1 _k3#k2
2 mo mo

kann man die Differentialgleichungen in der Form

X = Ax
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aufschreiben. Mit dem Lésungsansatz
x=be“', beR, weR,
erhiilt man iiber X = iwbe™* und % = i?w?be™! das Eigenwertproblem
Abe™! = —w?be™! bzw. Ab = Ab mit A = —w?,
dessen Losung (Bestimmung der EW A2 und EV by ) die Form
x = ¢1b1e1t 4+ cobyet?! wj = /=N

hat. Die reellen Losungen ergeben sich als Linearkombinationen von Rex und I'm x.

Auf spezielle Eigenschaften des charakteristischen Polynoms x4()), d.h., den Zusammenhang
zwischen der Determinanten und den sogenannten Haupunterdeterminanten soll hier nicht weiter
eingegangen werden. Allerdings sollte als grobe Kontrollinformation bei der Berechnung des
charakteristischen Polynoms auf jeden Fall beachtet werden, dal das absolute Glied gleich der
Determinante von A ist, und dafl der Faktor von der hichsten Potenz von A, also A" gleich (—1)"
ist.

Es folgen nun weitere wichtige Begriffe, die z.T. aus der HM I bekannt sind, in einer kompakten
Darstellung.

Definition 4.5. (algebraische Vielfachheit)
Ist der Eigenwert ); eine k—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms x 4 von A, so nennt
man )\; einen k—fachen Eigenwert von A. Die Zahl k£ heifit algebraische Vielfachheit x; von A;.

Definition 4.6. (Eigenraum)
Sei A eine (n x n)-Matrix tiber C und A; einer ihrer EW. Die Losungen der Eigengleichung

(A—N\E)x=0 (124)

bilden einen Unterraum von C", der der Eigenraum zu \; genannt wird. Seine Dimension wird
die geometrische Vielfachheit ; von \; genannt.
Sie errechnet sich aus

v; = dim ker(A — X\;E) =n —rg(A - \E)
ist also gleich der Anzahl der freien Parameter der Losung der Eigengleichung.

Bemerkung 4.7.

Ist A eine reelle (n x n)-Matrix und ist der EW A; ebenfalls reell, so kann man als Lésung der
Eigengleichung folgerichtig reelle EV berechnen und die Basis des Eigenraumes aus reellen EV
bilden. Mit der geometrischen Vielfachheit v, kann man im Eigenraum von A; also -; linear
unabhéngige reelle Vektoren, die den Eigenraum aufspannen, finden.

Korollar 4.8.
Fiir die geometrische Vielfachheit v; und die algebraische Vielfachheit k; eines EW \; gilt

1<y <kKj

Es soll nun die Frage der ”Grofie” des Vektorraums, der von allen EV einer (n,n)-Matrix A iiber
C aufgespannt wird, untersucht werden.
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Satz 4.9.
Gehdren die EV X1, ...,X, zu paarweise verschiedenen EW A1, ..., A, der (n,n)-Matriz A iber C,
dann sind sie linear unabhdngig.

Beweis.

Wir nehmen, dafl es Ay # Ay mit Ax = A\;x und Ax = A\9x gibt. Dann gilt aber auch A\ixAx =
Aox und damit Ay = A9, was einen Widerspruch zur Annahme bedeutet. O
Satz 4.10.

Eine (n x n)-Matriz A iber C hat genau dann n linear unabhdingige EV, wenn algebraische und
geometrische Vielfachheit bei jedem EW ibereinstimmen.

Korollar 4.11.

Hat die (nxn)-Matriz A iber C genau n paarweise verschiedene EW, so spannen die zugehdrigen
EV den Raum C" auf.

Entsprechend der Bemerkung 4.7 spannen im Falle einer reellen (n,n)-Matriz A bei n reellen
EYV die zugehirigen EV den gesamten R quf.

4.2 Transformation und Diagonalisierung

Definition 4.12.
Es seinen A und C (n,n)-Matrizen iiber C, wobei C regulir ist, d.h., det C # 0. Man kann die
Matrix

B=CAC (125)
bilden. Man sagt in diesem Fall, dal B aus A durch Transformation mit C' hervorgegangen ist.

Satz 4.13.
Das charakteristische Polynom einer (n X n)-Matriz A iber C bleibt bei einer Transformation
unverdndert, d.h., fir jede regulire (n x n)-Matriz C iber C gilt

XA = Xo-14¢

Beweis.

det(A —AE) = det(CC™'(A — AE)) = det(C)det(C™1(A - \E))
= det(C™(A — AE))det(C) = det(C™'AC — \E)

0

Korollar 4.14.
Bei einer Transformation einer (n X n)-Matriz A iber C bleiben alle EW samt ihren algebrai-
schen Vielfachheiten unveréndert.

Satz 4.15.
Sei A eine (n x n)-Matriz iber C.

(a) EW von Dreiecksmatrizen
Bei Dreiecksmatrizen sind die Diagonalelemente die EW.

(b) Verschieben von EW (shiften)
Sind A1, ..., \r die EW von A, so besitzt die Matriz

Ac:=A+eE  dic EW  pj=X\+e (j=1,..,7).

pj und \j haben die gleiche algebraische Vielfachheit.
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(¢) EW von Matrizpotenzen
Hat A die EW X\; (j=1,...,r), so sind X' (m € N) EW von A™.

(d) EW der transponierten Matriz
Die transponierte Matriz AT hat das gleiche charakteristische Polynom wie die Matriz A
und somit die gleichen EW.

Definition 4.16. (Diagonalisierbarkeit)
Eine (n x n)-Matrix A iiber C heifit diagonalisierbar (oder diagonaldhnlich), wenn sie sich in
eine Diagonalmatrix transformieren 1a8t, d.h., wenn es eine regulire (n,n)-Matrix C iiber C gibt
mit

C™rAC = D = diag(on, ..., o) (aj €C) .

Satz 4.17.

Eine (n x n)-Matriz A diber C lfit genau dann in eine Diagonalmatriz transformieren, wenn sie
n linear unabhdngige EV besitzt.

Sind x1,...,x, die eben genannten linear unabhdngigen EV von A, so gilt mit der daraus gebil-
deten Matriz C = [x1,...,Xy], also der Matriz, die als Spalten die EV hat,

C'AC = diag(M, ..., A\n)

Dabei sind A1, ..., A\, die EW von A, die den Vektoren x1, ..., X, entsprechen. Ein EW \; erscheint
in diag(Ai, ..., A\y) genau kj—mal, wobei k; die algebraische Vielfachheit von \j ist.

Korollar 4.18. (Diagonalisierbarkeitskriterium)
Eine (n x n)-Matriz A diber C ist genau dann diagonalisierbar, wenn die algebraische und geo-
metrische Vielfachheit fiir jeden EW von A tbereinstimmen.

4.3 Symmetrische reelle Matrizen und ihre EW

Bei Schwingungs- oder Bewegungsgleichungen treten wie im Fall der Darstellung von quadrati-
schen Formen und Quadriken symmetrische Matrizen mit reellen Elementen auf. Im folgenden
sollen die recht angenehmen Eigenschaften symmetrischer reeller Matrizen und ihrer Eigenwerte
summarisch in Sitzen dargestellt werden.

Satz 4.19. (FEigenschaften symmetrischer reeller Matrizen)
Fir jede reelle symmetrische (n x n)-Matriz S = (s;;) gilt folgendes:

(a) Alle EW von S sind reell.

(b) EV xj,xy, die zu verschiedenen EW X\j, A\, von S gehdren, stehen senkrecht aufeinander,
d.h. < xj, X >=0.

(c) Geometrische und algebraische Vielfachheit stimmen bei jedem EW von S dberein.

Beweis.

Bewiesen soll nur die Behauptung (a) werden. Wir bezeichnen mit x* den Vektor X!, wobei X
der konjugiert komplexe vektor zu x ist. Sei nun A ein EW von S und x ein zugehoriger EV.
Damit ist x*x = |x|> =: 7 > 0 reell, und es folgt

x*Sx =x"dx = \x*x= M.

Fiir jede komplexe Zahl z, aufgefaBt als (1 x 1)-Matrix gilt z = 27. Damit und aus der Symmetrie
von S folgt fiir die komplexe Zahl x*Sx

x*Sx = (x*Sx)T = xT8x*T =x*Sx = x*Sx = \r = Ar

Es ergibt sich schlieBlich A\r = Ar, d.h., X ist reell. O
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Satz 4.20.
Zu jeder symmetrischen reellen (n x n)-Matriz S kann man n EV xi,...,x, finden, die eine
Orthonormalbasis'® des R™ bilden.

Satz 4.21. (Diagonalisierung symmetrischer Matrizen)
Zu jeder symmetrischen reellen (n x n)-Matriz S gibt es eine orthogonale Matriz'* C mit

CTSC =: M = diag( M1, ..., An) -

Dabei sind Ai,..., A\, € R die EW von S. Die A1,..., A\, € R sind hierbei nicht notwendig ver-
schieden. Jeder EW kommt in A1, ..., A, so oft vor, wie seine algebraische Vielfachheit angibt.
Die Spalten x1,...,x, von C sind EV von S, d.h., x; ist ein zu \; gehdrender EV. x1,...,x,
bilden eine Orthonormalbasis.

4.4 Hauptachsentransformation

Definition 4.22. (quadratische Form)
Einen quadratischen Ausdruck der Form

n
p(x) = Y iz
ij=1

nennen wir quadratische Form, wobei x = (1,2, ..., ;) ein Vektor aus dem R" sein soll,
und die Koeflizienten «;; ebenfalls reell sein sollen.
Mit der Matrix A = (a;;) und

it

— _ _ Yy
Qg = Q5 und Qj5 = Qj; = 7,

kann man ¢(x) auch in der Form
p(x) = xT Ax
aufschreiben, wobei die Matrix A reell und symmetrisch ist.

Bemerkung 4.23.
Da jede reelle symmetrische Matrix diagonalisierbar ist, d.h., es gilt

CTAC = M = diag(\1, ..., \n)
kann man durch die Substitution x = C'y die quadratische Form p auch in der Form
Bly) =p(Cy) = (Cy)" A(Cy) =y"C"ACy =y" My
aufschreiben. Mit y = (y1, ...,y )’ erhilt die quadratische Form folglich die Normalform
d(y) = Myt + Aoy + -+ Ay

Die eben beschriebene Transformation einer quadratischen Form bezeichnet man als Haupt-
achsentransformation.

Definition 4.24.

Die Spalten der orthogonalen Matrix C aus CTAC = diag(\1, ..., \), also die zu den EW
Al, -y A, gehorenden orthonormalen EV x1, ..., x,, bezeichnet man als Hauptachsen der quadra-
tischen Form p(x) = xT Ax.

13Fs sei daran erinnert, daf$ wir unter einer Orthonormalbasis eine Basis verstehen, wo alle paarweise verschie-
denen Basisvektoren senkrecht aufeinander stehen.
14Unter einer Orthogonalmatrix C verstehen wir bekanntlich eine Matrix mit der Eigenschaft CTC = E.
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4.5 Kilassifikation von Quadriken

Definition 4.25. (Quadrik)
Die Menge aller x € R* mit
g(x) =xTAx+bTx+ =0 (126)

bezeichnet man als Quadrik, wobei die (n,n)-Matrix A reell und symmetrisch ist, und der Spal-
tenvektor b aus dem R”™ ist. S ist eine reelle Zahl.

Definition 4.26. (Koordinatensystem)
Sei mit ¢y, cg, ..., ¢, eine Basis des R” und u € R” gegeben, dann bezeichnet man durch
(uje,€2,...,¢n)

ein Koordinatensystem mit dem Ursprung u.

Ist u # 0, dann ist das Koordinatensystem (u; ¢1, €, .., ¢, ) aus dem Standard-Koordinatensystem
(0; ¢y, co, ..., ¢,) mit dem Nullpunkt als Ursprung durch eine Verschiebung von 0 nach u hervor-
gegangen.

Satz 4.27.
1) Mit einer Hauptachsentransformation kann man man die Quadrik g mit der Gleichung (126)
in der Form

i(y) =q(Cy) =y"My+d"y +5=0 (127)
aufschreiben, wobei
M = diag( A1, ..., \n) = CTAC und dT =blC

mit der Orthogonalmatriz C' der orthonormalen EV gilt.
Die Gleichung (127) hat ausgeschrieben die Form

MUT + Aoy + o+ At + diyr + doyz + o+ doyn + B =0 (128)

Seien die EW so geordnet, daf$ A1, ..., \r, die von Null verschiedenen EW sind, und Ap41 = ... =
An = 0 gilt. 2) Mit einer quadratischen Erginzung kann man die Gleichung (128) durch die
Einfihrung von

L Yj Jfalls A\j =0
7= yj+2—‘§Lj falls Aj # 0
in der Form
2

. _p 129
D, (129)

.
M2+ 22+ AN daze ¥ b dpz 4+ B — Z
j=1

notieren.
3) Ist einer der Koeffizienten dyi1,...,d, verschieden von Null, etwa ds, kann man durch die
Substitution

B == py
ds
die Gleichung (129) letztendlich in der Form

ws = 2g + w; = zj fir j#s,

Mwt + Xows + oo+ Aw; + dr 1 Wyt + oo+ dpwn =0 (130)

schreiben.
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Bemerkung 4.28.
Die einzelnen Teile des Satzes 4.27 bedeuten

84

1) eine Drehung des urspriinglichen kanonischen Koordinatensystems
(0;eq,...,e,) in das Koordinatensystem (0; by, bo, ..., b,), wobei
b1, bo, ..., b, die Hauptachsen der quadratischen Form xT Ax sind,

2) eine Verschiebung des Koordinatenurspungs von 0 nach u mit

u=(y—z)

T und

3) einer weiteren Verschiebung des Ursprunges von u nach v mit

v=(y—w

)y

4.6 Anwendung der Hauptachsentransformationen und Diagonalisierung

Anhand von zwei Beispielen soll die konkrete Anwendung der Hauptachsentransformation oder
die Diagonalisierung von Matrizen demonstriert werden, da die obige Darstellung zugegebner-

maBen recht allgemein war.

4.6.1 Lo6sung eines linearen DGL-Systems

Betrachten wir das lineare DGL-System

T = —21
zh = z1
zh =
Mit den Vereinbarungen
x1 z
x=| 1z |, ¥X=| 7
T3 zh

—8xy —12z3
T3
-2 -8 12
A= 1 4
0 0 1

kann man das DGL-System auch in der Matrixform

x' = Ax

schreiben. Wir versuchen die Matrix A zu diagonalisieren, um das DGL-System in einer gewissen
Weise zu entkoppeln. Das charakteristische Polynom von A lautet

xa(d) = (1= -2)A

und hat damit die Nullstellen bzw. EW

At=0 A2 =1

Fir A\; findet man mit

X1 =

A3 =2.
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einen EV, fiir A2 erhilt man den EV

4
X9 = 0
-1
und fiir A3 ergibt sich der EV
2
X3 = -1
0

Die EV sind linear unabhéngig und damit ist die Matrix B = (x1, X2, x3) reguldr und ergibt die
Transformation

000
B'AB=[01 0 |=D
0 0 2

Wenn wir durch x = By einen Hilfsvektor einfiihren, erhalten wir ausgehend von (131)
x' = ABy bzw. B 'x' =y =B !'ABy
und damit
y' =Dy oder | =0, vh=1ys, yh =2y
mit den Lésungen
y1=c yo=ce’ y3=cae”.

Wir erinnern uns an die Gleichung x = By und erhalten schlieflich mit

4 4 2 cl c14 + codel + c32e%
x =By = -1 0 -1 coel = —c1 — C3€2t
0 -1 0 cze?t —cget

die Losung des DGL-Systems (131) mit den reellen Konstanten ¢y, co, c3.

Die entscheidende Hilfe bei der Losung des DGL-Systems (131) war die Diagonalisierbarkeit
der Matrix A, die hier nicht symmetrisch war (und damit ist die Diagonalisierbarkeit nicht in
jedem Fall gesichert). Bei symmetrischen Koeffizientenmatrizen A ist die Diagonalisierung und
die verwendete Methodik immer méglich.

4.6.2 Klassifikation einer Quadrik

Als zweites Beispiel soll die Quadrik
222 —y  +dzy — 20 4+y—6=0 (132)

klassifiziert werden. Mit der Matrix

A:(2 2) und den Vektoren b:(_2), x:(a:)
2 -1 1 Y

kann man die Gleichung (132) auch in der Form

xTAx +bTx—6=0 (133)
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aufschreiben. A kann diagonalisiert werden, man erhilt das charakteristische Polynom
xAA) =2-XN)(-1-X)—4=X2-X-6

mit den Nullstellen bzw. EW A1 = 3 und Ay = —2. Fiir A\{ erhilt man den orthonormierten EV

<= (1)

und fiir A9 ergibt sich der EV der Linge eins

=y )

e 5 (17

Die orthogonale Matrix

ergibt die Transformation

T (3 0\ _.
crac- (2 %)) =p.

Mit der Substitution x = C'y erhilt man ausgehend von (133) die Gleichung
y'Dy+d'y—-6=0,

wobei dT = bT'C = %(—3,4) gilt. Ausgeschrieben hat die Gleichung damit die Form

3 4

Die quadratische Ergénzung fiithrt auf

IR I ISV B
3(y1 2\/5) 3(2\/5) 2(y \/5) +2(\/5) 6
= 3zf—22§—§:0, (134)

mit 21 =y — ﬁ und 29 = yo — % Aus der Gleichung (134) erkennt man'%, daB die Gleichung
eine Hyperbel beschreibt.

Zusammengefat wurde mit der Hauptachsentransformation eine Drehung des urspriinglichen
Koordinatensystems in ein Koordinatensystem mit den Hauptachsen x; und x5 als Koordina-
tenrichtungen durchgefiihrt.

Mit der quadratischen Erginzung wurde der Ursprung des Koordinatensystems vom Nullpunkt

in den Punkt u = % ( 1{2 ) verschoben. In der Abb. 13 ist die Drehung und die Verschiebung

skizziert.

pnach einem Blick in die ausgereichte Klassifikationstabelle
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Hyperbel

N\

)

Hyperbel

Abbildung 13: Drehung und Verschiebung

5 Differentialrechnung im R”

Der R" ist uns als n—dimensionaler Vektorraum aus der HM I bekannt. Differentialrechnung im
R™ befaft sich vorwiegend mit Eigenschaften von Abbildungen oder Funktionen, deren Definiti-
onsbereich D eine Teilmenge des R” ist, und deren Wertebereich W eine Teilmenge des R™ ist.
Dabei ist der Fall n = m = 1 als Spezialfall eingeschlossen. L.allg. ist jedoch entweder n oder m
eine natiirliche Zahl grofler als 1.

Ein Beispiel fiir eine reellwertige Funktion zweier Verdnderlicher ist die Zustandsfunktion idealer
Gase

p(V,T)=R-VT p:D—-R ,DCR?,

also ein Gesetz zur Berechnung des Druckes in Abhingigkeit von dem Volumen und der Tempe-
ratur. In diesem Fall ist n» = 2 und m = 1. Fiir den R' schreibt man normalerweise abkiirzend
R.

Bevor Abbildungen untersucht werden, ist es erforderlich einige wichtige Eigenschaften von Men-
gen aus dem R" zu behandeln.

5.1 Eigenschaften von Punktmengen aus dem R"

Aus dem R kennen wir die Begriffe ”absoluter” Betrag |z| oder |z — y| als Abstand der reel-
len Zahlen z und y auf der reellen Zahlengeraden. Diese Begriffe sollen nun fiir Elemente des
R™ erkliart werden. Zuerst verstindigen wir uns darauf, dafl wir ein Element x € R" in der
Koordinatenform

I1

T2
X = . =z1€1 + z9€2 + ... + €y

Tn

darstellen, also als Spaltenvektor der Koordinaten, wobei ey, ...,e, die kanonische Basis des
n—dimensionalen Vektorraumes R" ist.
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Definition 5.1. (Betrag, Abstand)
Sei x € R”, dann definieren wir den Betrag oder die Linge von x als

||x]| :== \/x%—f—x%—l—...—f—x%. (135)
Als Abstand oder Differenz d der Elemente x,y € R" bezeichen wir
d=[x-yll,

also den Betrag des Differenzvektors. d ist der euklidische Abstand und bedeutet im R* , n < 3,
die kiirzeste Verbindung der Punkte x und y.

Definition 5.2. (Umgebungen)
Die Menge

Keor = {x| |[x —x0|]| <7, € R, >0}

bezeichnen wir als offene Kugelumgebung des Punktes x¢ mit dem Radius 7.
Die Menge

Kyor = {x||lx —x%0|| <, r € Ryr > 0}

bezeichnen wir als abgeschlossene Kugelumgebung des Punktes xy mit dem Radius 7.

Hinweis:

Im R ist eine offene Kugelumgebung einer reellen Zahl zo genau das offene Intervall (zo — 5, zo +
T

5)5

im R? ist eine offene Kugelumgebung eines Elements (Punktes) xo = ( ZO ) genau die offene
0

Kreisscheibe

Keor ={( ) 1020+ (=) <2}
Definition 5.3. (offene Menge, innerer Punkt)

Eine Menge M C R" heifit offen, wenn zu jedem Element x € M eine Umgebung K , gefunden
werden kann, die in der Menge M liegt, also K, C M.

Ein Punkt x € M heif}t innerer Punkt der Menge M, wenn eine Umgebung K , existiert, die
ganz in der Menge M liegt.

Die Menge aller inneren Punkte der Menge M bezeichnen wir mit M.

Definition 5.4. (Haufungspunkt)
Ein Punkt xo € R* heifit Hiufungspunkt der Menge M C R", wenn in jeder Umgebung des
Punktes xq, also in K, , r > 0, beliebig, ein Punkt der Menge M liegt. Das bedeutet

MNKg, #0 furaller > 0.

Definition 5.5. (Randpunkt)

Ein Punkt x, heifit Randpunkt der Menge M, wenn in jeder Umgebung K, , sowohl mindestens
ein Punkt der Menge M liegt als auch ein Punkt des R", der nicht in der Menge M liegt.

Die Menge aller Randpunkte einer Menge bezeichnet man mit M.

Definition 5.6. (abgeschlossene Menge)
Eine Menge M heiflit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte enthélt.
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Definition 5.7. (beschrinkte Menge, kompakte Menge)
Eine Menge M C R™ heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so daf}

||| <C, firalle xe M

gilt. Eine Menge M C R" heifit kompakt, wenn sie beschrédnkt und abgeschlossen ist.

Definition 5.8. (zusammenhingende Menge)
Die Verbindungsstrecke [x,y] der Punkte x und y aus der Menge M ist durch

b, y] = {zlz = x + s(y — ), s € [0,1])
definiert. Mit
[x0, ..., xp] = U?:l[xj—l’xj]

bezeichnet man einen Polygonzug, der die Punkte Xq, ..., X, jeweils durch Strecken verbindet.
Eine Menge M heiffit zusammenhéingend, wenn zwei beliebige Punkte x und y durch einen
Polygonzug verbunden werden konnen, so dafl alle Punkte des Polygonenzuges zur Menge M
gehoren.

Definition 5.9. (Folge im R")

Sei a : N — R" eine Zuordnungsvorschrift (Abbildung), die jeder natiirlichen Zahl k& genau ein
Element a; € R" zuordnet. Den Wertebereich dieser Abbildung nennen wir Folge im R" und
bezeichnen sie durch

(ag)ken bzw. abkiirzend durch (ag) -

Definition 5.10. (Grenzwert einer Folge im R")
Sei (ay) eine Folge im R". ag € R™ heit Grenzwert von (aj) wenn fiir jede Zahl € > 0 ein Index
ko € N existiert, so daf3

||ak—a0|| <e fur alle k > ko,
gilt. Wir schreiben dafiir

ag = lim a; oder a; — ag fiir k — oc.
k—o0

Beispiel 1:
Die Menge M = {( z ) |0 <z <1, 1<y <5} ist eine abgeschlossene Menge im R?. AuBerdem

stellt man fest, daf fiir alle Elemente von M
[|Ix|| < 18

gilt. Damit ist M beschrankt und abgeschlossen, also kompakt.

Beispiel 2:
Die Menge

T
M={| vy ||(Z)?+ (%)2 + (E)2 <1, a,b,c positive reelle Zahlen}
C
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ist eine offene Menge im R®. Sie ist auBerdem beschriinkt. Geben Sie als Ubung eine Schranke

C an.

Beispiel 3:
Wir betrachten die Folge (a) mit a; = 2 . Als Grenzwert errechnet man
3k2+5k

| ( 1 )
limag={ ; .
k—o0 3

Bei dieser Berechnung nutzen wir eine niitzliche Eigenschaft aus, die wir im folgenden Satz
fixieren.

Satz 5.11.
Der Grenzwert einer Folge im R™ existiert dann, wenn die Grenzwerte der Koordinatenfolgen
ezistieren. Fir den Grenzwert gilt dann

limg, o0 a14
) limy, _, o agy
lim a; =
k—o00

limkﬂoo Qpk

5.2 Abbildungen und Funktionen mehrerer Verinderlicher

In der HM I haben wir uns mit der Differential- und Integralrechnung von reellwertigen Funk-
tionen einer Verénderlichen befafit. Jetzt wollen wir den Funktionsbegriff verallgemeinern.

Definition 5.12. (Abbildung)
Unter einer Abbildung

f:D->R", DCR", n,meN,

verstehen wir eine Zuordnungsvorschrift, die jedem x € D genau ein Element y € R™ zuordnet,
wobei wir die Schreibweise

y = f(x)

verwenden.

D heifit Definitionsbereich der Abbildung f.

W =1(D) := {y € R"|es existiert ein x € D mit y = f(x)} heifit Wertebereich der Abbildung
f.

Beispiele!S:
1)
fi(z1,22) 3
f: ]RQ — R3, f(.’I,‘l,CEQ) = fQ(.’L‘l,CEQ) = 2.’1)13:2
fa(z1,z2) 3
2)

f:R SR f(xy,20) =21 + 2z .

8 Wir verabreden, daf vektorwertige Abbildungen (m > 1) mit dem Schrifttyp ”bold” (fett) bezeichnet werden,
und reellwertige Abbildungen (m = 1) mit normalem Schrifttyp gekennzeichnet werden.
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Bemerkung 5.13. (Spezialfille von Abbildungen)
Sei f: D — R™, D CR", eine Abbildung.

a) Ist m = 1, bezeichnet man die Abbildung f auch als Skalarfeld oder Funktion.
b) Ist m > 1, bezeichnet man die Abbildung f auch als Vektorfeld.

c¢) Ist n = 1, bezeichnet man die Abbildung f auch als Kurve!”, wobei D ein abgeschlossenes
Intervall aus dem R = R! sein soll.

Bemerkung 5.14. (Abbildungen im R? und R?)
Eine Abbildung f : D — R, D C R? ordnet jedem Punkt der z — y—Ebene einen Wert z zu, so
dafl der Graph

9(f) = {(z,y, f(z,9))|(z,y)" € D}

der Funktion eine Fliche im R3 ergibt.
Bei Abbildungen mit D C R® , n < 3, verwenden wir verabredungsgemif} statt z1, 2,3 auch
z,Y, 2.

5.3 Kurven im R”

In der Bemerkung 5.13 wurde unter c) der Fall einer Abbildung f : D - R*, D C R, D =1
abgeschlossenes Intervall, hervorgehoben, und f als Kurve bezeichnet. Kurven kennen wir bereits
aus der HM I. Wir haben solche Begriffe wie Bogenldnge und Bogenelement schon fiir Kurven im
R? erklirt, so da viele der folgenden Begriffe einfache Verallgemeinerungen darstellen werden.
Wir wollen im folgenden Abbildungen aus dem R! in den R” mit dem griechischen Buchstaben
~ bezeichnen.

Eine Abbildung v : I — R™ hat als Ergebnis einen Vektor aus dem R™ und wir verwenden die
Schreibweise

I (t)

= 20 ver

-77n(t)

Bemerkung 5.15.

Wenn wir von der Stetigkeit einer Kurve sprechen, oder von der Differenzierbarkeit, dann bedeu-
tet dies, daB8 die Koeffizientenfunktionen z;(t), j = 1,...,n, die entsprechenden Eigenschaften
haben miissen.

Differenzierbarkeit auf einem abgeschlossenen Intervall bedeutet die Differenzierbarkeit im In-
tervallinneren und die links- bzw. rechtsseitige Differenzierbarkeit an den Intervallgrenzen.

Definition 5.16. (Kurve, Kurvenstiick)

Eine stetig differenzierbare Abbildung v : I — R" heifit Kurvenstiick.

Unter einer Kurve v verstehen wir eine endliche Anzahl von Kurvenstiicken v; : [t;—1,t;] — R,
j =1,...,k, die miteinander verbunden sind, also fiir die

7]+1(t]) = ’YJ(t]) ’ .7 = 17"'ak - ]-7

'"Die prizise Definition einer Kurve (auch Raumkurve genannt) erfordert noch Diffferenzierbarkeitseigenschaf-
ten, die noch formuliert werden.
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gilt.
Man verwendet auch die Bezeichnung

Y= [71’7% "'afYk] ;

und spricht bei v : [tg, tx] — R" von einer stiickweise glatten Kurve.
D.h., an den Nahtstellen der Kurvenstiicke sind ”"Ecken” bzw. Nichtdifferenzierbarkeitsstellen
erlaubt.

Satz 5.17. (Ableitungsregeln)
Seien y1,v2 : I — R differenzierbare Abbildungen (komponentenweise zu verstehen), und o, 8 €
R, dann gelten die Regeln

(a) Linearitit

%(a’ﬂ () + B72(t)) = a1 (t) + Ba(t)

(b) Produktregel fiir das Skalarprodukt
d , .
E[Vl () -2 ()] = Y1(t) - v2(t) +71.(F) - Y2(?)
(¢) Produktregel fir das Vektorprodukt(n = 3)

L1 (1) x 72(0)] = (1) % 1(1) + (1) x 7a()

(d) Produktregel fiir Multiplikation mit einer skalaren Funktion o

%[a(t)ﬁ ®)] = &)y (t) + a(t)y: (t)

Als Beispiel einer Kurve im R? soll die Schraubenlinie «y : [0, 7] — R?

Tst

v(t) & dint |, t €[0,T]
\
genannt werden.

Definition 5.18. (regulire Kurve)
Sei 7y : [ta,te] — R" eine Kurve. Unter 4(t) versteht man den Vektor der Ableitungen der
Komponentenfunktionen von -y, also

v heif}t regulire Kurve, wenn
1Y@)[] # 0 fiir alle € [ta, te]

gilt.
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Definition 5.19. (Bogenlinge)
Sei 7 : [tg,te] — R™ eine regulire Kurve.

s(t) = t 1(8)]] dt

bezeichnen wir als Bogenléinge des Kurvenstiicks iiber [t4, t].
Bemerkung 5.20.
Es ergibt sich
ds
2 =5 = ||/ ) 136
b s =1l (136)
mit
ds := ||7(t)|| dt
bezeichnet man das (skalare) Bogenelement.

Definition 5.21. (Tangentenvektor)
Sei -y eine regulidre Kurve. Mit
o) = 8
15 (®)]]
bezeichnet man den Tangentenvektor der Kurve v zum ”Zeitpunkt” ¢.
Die Gleichung der Kurventangente in y(ty) lautet

x(\) = 7(to) + Mt(t) (A €R).

Abbildung 14: begleitendes Dreibein und Schmiegebene

Definition 5.22. (Hauptnormalenvektor und Binormalenvektor)
Ist die Kurve v : I — R3 zweimal (komponentenweise) stetig differenzierbar, regulir und gilt
t(t) # 0, so nennt man die zu t orthogonalen Einheitsvektoren

IS (0
O =T
b(t) := t(¢) x n(t) Binormalenvektor (138)

Hauptnormalenvektor (137)
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und das Rechtssystem'® (t(¢),n(t), b(t)) das begleitende Dreibein der Kurve an der Parame-
terstelle .
Die von t(¢) und n(¢) aufgespannte Ebene durch ~y(t)

x(A, p) =(t) + At(t) + pn(t) (A p€ER)

nennt man Schmiegebene der Kurve an der Stelle ¢ (s. auch Abb. 14).

Die Anderungsrate

At 1
X = m[t(h) —t(t)] ,

also die Anderung des Tangentenvektors entlang eines Wegstiickes beschreibt anschaulich das
mittlere Kriitmmungsverhalten der Kurve im Parameterintervall [¢,¢1]. Mit der I’'Hospital-Regel
erhilt man die

Definition 5.23. (Kriimmungsvektor, Kriimmung)

At
o tllglt As

I PP (1011
= gl

und bezeichnet die Kriimmung der Kurve an der Stelle ¢.

k(t)

(139)

Bemerkung 5.24.
Geschwindigkeitsvektor 4(¢) und Beschleunigungsvektor #(¢) lassen sich im begleitenden Drei-
bein (t(t),n(¢), b(t)) unter Nutzung der Beziehung (136) auch in der Form

Y(t) = 8()t(2) , (140)
() = 3()E(t) + 5(t)°s(t)n(t) (141)
darstellen. Mit t(¢) x t(¢) = 0 und t(¢) x n(¢) = b(t) ergeben (140,141)
() x F() = $(t) k() (2) -
Wegen |[t(t)|| = 1 folgt ||7(t) x (t)|| = $(t)3k(¢). Damit ergibt sich
_ @) x 4@l
"= e (4
_ (@) xA()
MU TGRSO e

Das Herauswinden der Kurve aus der Schmiegebene wird durch die Anderungsrate des Binor-
malvektors, bezogen auf die Bogenldnge beschrieben, also formulieren wir die

18Fin System dreier linear unabhingiger Vektoren (a,b,c) heifit Rechtssystem, wenn fiir das Spatprodukt
det(a,b, c) > 0 gilt.
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Definition 5.25. (Torsionsvektor)
Man nennt

1 . . Ab
3 PW = Hm AT

den Torsionsvektor einer dreimal stetig differenzierbaren Kurve an der Stelle t.

Aus der Produktregel fiir das Skalarprodukt folgt aufgrund von ||b(¢)|| =1
b(t) - b(t) =0
und wegen

b(t) txn)=txnt+txn=txn

:%(

auch orthogonal zu t, also parallel zu n. D.h., es gibt eine skalare Funktion 7 = 7(¢) mit
——b(t) = —7(t)n(t) . (144)
Definition 5.26. (Torsion)

Man nennt 7(¢) die Torsion einer dreimal stetig differenzierbaren Kurve.

Korollar 5.27.
Fir die Torsion gilt

PN ZTCTOR TON0),
FCEECIE

Beweis. )
Aus b-n =0 folgt b-n+ b-n =0 und deshalb fithrt (144) auf
1 . 1
=———b-n=—b-n.
IO R T

Auf der rechten Seite setzen wir b aus (143) ein, und n aus der nochmals differenzierten Gleichung
(141) ein und erhalten nach kurzer Rechnung mit (142) die Behauptung. O

Die dargestellten Rechnungen und Formeln fassen wir nun zusammen.

Satz 5.28.
Ein dreimal stetig differenzierbare Kurve y : [tq,t.] — R® besitzt an jeder Parameterstelle t mit

H(E) X () # 0

e den Tangentenvektor

e den Binormalenvektor
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e den Hauptnormalenvektor

e die Krimmung

o x50l
S O

e die Torsion

PN ZTCTOR 0N ()
FCEECIE.

5.4 Stetigkeit von Abbildungen

Definition 5.29. (Stetigkeit)
Sei f:D— R, DCR".

a) f ist stetig in x9 € D, wenn fiir alle Folgen (x;) C D aus
limg_, o X = x¢ die Beziehung

Jim f) = £ (x0)
folgt.

b) f ist stetig auf A C D, wenn fiir alle x € A gilt: f ist stetig in x.

c) f ist stetig, wenn f auf dem gesamten Definitionsbereich D stetig ist.

Definition 5.30.
f1(x)
fa(x)

Seif: D — R", DCR", f(x) =

fm(x)
f ist stetig in x¢ € D, stetig auf A C D bzw. stetig,

wenn f; stetig in xg € D, stetig auf A C D bzw. stetig ist fiir alle j = 1,2,...

Definition 5.31. (Maximum, Minimum)
M heiflit Maximum der Funktion f: D — R, wenn

f(x) <M firale xeD
gilt und wenn es ein xp; € D mit
fxm) =M

gibt.
m heilt Minimum der Funktion f : D — R, wenn

f(x) >m firalle x€D
gilt und wenn es ein x,, € D mit
f(xm) =m
gibt.

96
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Satz 5.32.
Sei f: D — R, D CR" eine stetige Funktion und D C R" eine kompakte Menge, dann nimmt
f auf D ihr Mazimum und ihr Minimum an.

Bemerkung 5.33. (Stetigkeit von Funktionen mehrerer Veridnderlicher)
1.) Verkettungen von elementaren Funktionen, wie z.B.
f(z,y,2) = sin(zy)e”

oder

flz,y) = V22 +1lny, y>0,

sind stetig.
2.) Vorsicht ist bei Funktionen geboten, die aufgrund von Singularititen (Polstellen) fortgesetzt
werden, z.B. ist die Funktion

W fir 22 +9y? #0

—{ a2+y?
f(@y) {0 fir 22 +12=0

im Punkt (z,y)” = 0 nicht stetig, denn man findet leicht 2 Folgen, niimlich (%, %)T und (%, %)T,
die jeweils gegen 0 konvergieren, allerdings ist

21 2

o111
= —g?ékh_g.lof(zaz)— : # 1(0) .
5.5 Partielle Ableitung einer Funktion

Sei die Funktion f: D — R, D C R", wobei D eine offene Menge ist, gegeben. Fixieren wir bis
auf die Verénderliche z; die anderen Verdnderlichen durch die Beziehungen

1 =01, T2 = 02,--, Tj—1 = Qj—1,Tj4+1 = Qj41,---; Tp = Qn,
so ist durch
* . * j—
f :d— ]R, f (:L‘J) = f(al,a2, ey -1, Ty Qjt1, ...,an) . dC ]R,

eine "partielle” Funktion einer Verdnderlichen definiert. Wenn von dieser partiellen Funktion die
Ableitung an der Stelle z; = a; existiert, so nennt man diese Ableitung partielle Ableitung der
Funktion f nach z; im Punkt a = (a1, as, ...,a,)’ und bezeichnet sie durch

of(x) of
x—a b —(a).
835]- | o 835]- (a)
Betrachten wir beispielsweise die Funktion
1
f(xl, $2) = 3
12

die bis auf die Punkte mit 1 - o = 0 in der 21 — zo—Ebene definiert ist. Wir wollen die partielle
Ableitung nach z; im Punkt a = (2,3)” berechnen. Nach der obigen Uberlegung betrachten wir
dazu die "partielle” Funktion
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Die Ableitung dieser Funktion an der Stelle 1 = 2 existiert, es ergibt sich %(2) = —#(2) =
1
—%, so daf} wir die partielle Ableitung
of (x) 1
2,3) = ——
3:131 ( ) 12

erhalten. Was bedeuten nun die obigen Uberlegungen geometrisch oder anschaulich?

Der Graph der Funktion f(z1, ) ist eine Fliche im R3. Wenn wir nun eine Variable, hier zo = 3
fixieren und damit eine partielle Funktion definieren, so bedeutet das, den Graphen bzw. die
Fliche mit der Ebene o = 3, zu schneiden. Als Ergebnis dieses Schnittes erhalten wir dann den
Graphen der partiellen Funktion f* einer Verdnderlichen. Die Abbildungen 15 und 16 zeigen
die Graphen der Funktion und der partiellen Funktion, wobei der Anstieg der in der Abb. 16
eingezeichneten Tangente gleich dem Wert der partiellen Ableitung ist.

U(t's) — 035

@) —
(1/3) - 112,

1 15 2 25 3 35 4

Abbildung  15:  Graph  von Abbildung 16: Graph von f*(z1) =
f(z1,22) = mllzz % incl. Tangente an f*

Das Zeichen 0 in der partiellen Ableitung soll den Unterschied zu einer Ableitung einer Funktion
mit einer Verdnderlichen deutlich machen. Die Erlduterungen zur partiellen Ableitung fassen wir
in der folgenden Definition zusammen.

Definition 5.34. (partielle Ableitung)
Sei die Funktion f : D — R, D C R", wobei D eine offene Menge ist, gegeben. Existiert der
Grenzwert

lim f(:El, sy Tj—1,T4 + h, Tjt1y-m :I,‘n) — f(:vl, ey Ly eeny :I}n)
h—0 h

dann ist die Funktion f an der Stelle x partiell differenzierbar und durch den Grenzwert ist die
partielle Ableitung

von f an der Stelle x definiert.

f ist partiell differenzierbar auf A C D , A offen, wenn f in allen Punkten x € A partiell
differenzierbar ist.

f ist partiell differenzierbar, wenn f auf D partiell differenzierbar ist.

Fiir die partielle Ableitung nach z; wird auch die Bezeichnung f;; verwendet.

Definition 5.35. (partielle Differenzierbarkeit)
Sei die Funktion f : D — R, D C R", wobei D eine offene Menge ist, gegeben. f ist heifit
partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen existieren.
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Definition 5.36. (stetige partielle Differenzierbarkeit)
Sei die Funktion f : D — R, D C R", wobei D eine offene Menge ist, gegeben. f ist stetig
partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und zugleich stetig sind.

Bemerkung 5.37. (Differentiationstechnik)

Es ist selbstverstindlich méglich, partielle Ableitungen geméfl Definition iiber die Berechnung
des entsprechenden Grenzwertes zu berechnen.

Meistens geht es aber auch einfacher. Zur praktischen Berechnung der partiellen Ableitung einer
Funktion f nach z; werden die Verdnderlichen z;, i = 1,...,n,¢ # j, also alle Verdnderlichen au-
Ber z;, als Parameter behandelt und unter Anwendung der bekannten Differenzierbarkeitsregeln
die Ableitung nach z; gebildet.

Beispiele:
1) Gegeben ist die Funktion f(z,y,z) = zsinzcos(yz). Fir die partiellen Ableitungen nach
z,1, z berechnen wir

81; EL‘X) = sinzcos(yz) + x cos z cos(yz),
8'f(x) = —zsinz Sin(yz)z7

Oy
ofx) _

o = —zsinzsin(yz)y .

2) f(z,y,2) = 2 Inz +yz + yz, = > 0.

of (x)
oz

=2zlnz+z+vy, %zz—kx,

~—

of(x) _
8z 7

Wenn alle partiellen Ableitungen einer Funktion f existieren, kann man den Gradienten der
Funktion bilden. Er ist wie folgt definiert:

Definition 5.38. (Gradient einer Funktion)
Sei f: D — R, DCR" D offen, partiell differenzierbar. Dann nennt man

grad f(x) := Oz eR?

den Gradienten der Funktion f.
Die Abbildung grad f : D — R" ist eine vektorwertige Abbildung, d.h., jedem x € D wird mit
grad f(x) ein Vektor aus dem R" zugeordnet.

Wir merken an, daf§ die partielle Ableitung einer Funktion f wiederum eine Funktion ist, und
Zwar
of

—:D =R,
Oz,

also kann man g(x) := (?Tfj(x) evtl. wieder partiell differenzieren. Wenn ¢ nach z; partiell diffe-
renzierbar ist, dann existieren "hohere” partielle Ableitungen von f.
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Definition 5.39. (hohere partielle Ableitungen)
Sei f: D — R, DCR" D offen, partiell differenzierbar. Falls die partielle Ableitung

9 of
Ox; Oz
existiert, nennt man
0 , of

faia; (%) = %(@)(X)

zweite partielle Ableitung von f nach z; und z;. Existieren alle 2. Ableitungen, also fiir ¢,5 =
1,2,...,n, nennt man f 2-mal partiell differenzierbar.
Hohere Ableitungen (k—te Ableitungen) werden entsprechend rekursiv definiert.

Zur Vertauschbarkeit der Reihenfolge bei der Bildung h6herer partieller Ableitungen betrachten
wir den folgenden Satz.

Satz 5.40. (Satz von Schwarz)
Ist eine Funktion f : D — R, D C R" p-mal stetig differenzierbar, so kann man in allen
partiellen Ableitungen

ok f

T = Jri mit 1<k<
Ba:ila%...axik flexw.._m%, =P,

die Reihenfolge der x;, , xi,, ..., z;, beliebig dndern, ohne daf sich die partiellen Ableitungen dabei
andern.
Die Indizes 1,12, ..., i sind dabei beliebige Elemente der Menge {1,2,...,n}.

Bemerkung 5.41.
Ist f eine Funktion mit zwei Verdnderlichen, dann gilt im Falle der 2-fachen stetigen Differen-
zierbarkeit

82 f _ 62 f
0xdy  Oyoz
Definition 5.42. (partielle Ableitung einer vektorwertigen Abbildung)
fi(x)
: f2(x)
Seif:D — R™ D CR" D offene Menge, f(x) = )
fm(x)

f ist partiell differenzierbar in xg € D, partiell differenzierbar auf A C D bzw. partiell differen-
zierbar,

wenn f; partiell differenzierbar in x¢g € D, partiell differenzierbar auf A C D bzw. partiell
differenzierbar ist fiir alle j =1,2,....n.

5.6 Ableitungsmatrix und Hesse-Matrix
Durch
f1($1,$2,...,$n) I

fo(z1, 22, ..., T4) T

fm(37la$2’---a-77n) Tn
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sei eine Abbildung beschrieben, die in xg partiell differenzierbar ist. Damit existieren alle Ab-
leitungen

ofi
aa:j

(x0), 1=1,2,...m, j=1,2,...,n,

und man kann die Ableitungsmatrix wie folgt definieren.

Definition 5.43. (Jacobi-Matrix)
Seif: D — R™ D CR", in x( partiell differenzierbar, dann heifit die Matrix

oh  Of df1
ox1 Ors " Oxn
op  ofs  Ofs
fl(xp) = | ™ 9 den (145)
Ofm  Ofm O fm
ox1 Oxs " Oxn

Ableitungs- oder Jacobi-Matrix von f in xg.

Beispiel:
Wir betrachten die Abbildung

) — ( fi(21,72,3) ) _ ( 2, cos(zym;) )

fa(@1, 22, 23) o} — o} + 3
also eine Abbildung vom R? in den R?. Die Ableitungsmatrix ergibt sich zu

F(x) — cos(zow3) —z173sin(TaT3) —T1T9sin(zoms3)
2z, —2z9 2.’E3 )

Betrachten wir nun eine Funktion f : D — R, D C R", dieinx € D 2-mal partiell differenzierbar
sein soll. Dann existieren die Ableitungen
0 o _ &
oz; O0z;’  Oz;0z;’

1,7 =1,2,..,n.

Damit kann man die Hesse-Matrix wie folgt definieren.

Definition 5.44. (Hesse-Matrix)

Die Matrix
_9’F >’f _f
0z1071 Ox10x2 """ 0x10%n
A% f 9? d%f
Hf (X) — 8302'611 0x20xT2 0x20Ty (146)
_of  _&f _ofF
0xn0x1 Oxpdxe T 0%, 0T,

heiflit Hesse-Matrix der Funktion f.

Aufgrund des Satzes 5.40 ergibt sich fiir die Hesse-Matrix die Folgerung

Korollar 5.45.
Die Hesse-Matrixz einer 2-mal stetig differenzierbaren Abbildung ist symmetrisch.
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Beispiel:
Betrachten wir die Funktion

f(x) = 2129 cos z3.
Fir die Hesse-Matrix errechnet man

0 COS I3 —x9 Sin s
Hy = COS I3 0 —x18inzs
—ZoSinTy —x1SINT3 —I1To COST3

5.7 Differenzierbarkeit von Abbildungen

Definition 5.46.
Eine Abbildung f : D — R™, D C R”, heifit in einem inneren Punkt x¢ von D differenzierbar,
wenn sie in xg partiell differenzierbar ist und in der Form

f(x) = f(xg) + f'(x0)(x — x0) + k(x) (147)
geschrieben werden kann, wobei k : D — R™ eine Abbildung ist, fiir die

lim = <L (148)
xxo  |[x — xo|
gilt.
f heifit differenzierbar in A C D, wenn f in jedem Punkt von A differenzierbar ist. Im Falle
A = D heifit f eine differenzierbare Abbildung.

Bemerkung 5.47. (reelle Funktion)
Ist f eine reellwertige Funktion mit einer verdnderlichen Variablen, kann man die Beziehung
(147) umschreiben zu

f($) — f('TO) _ f,(-'L'O) — k(.T)

T — Tg T —x0

Die Forderung, daf§ Lﬁﬂ)o fiir x — zg gegen Null strebt, ist im vorliegenden Fall gleichbedeutend

r—T
mit der Beziehung

o @)= £(20)

T—To r — X9

= f'(0),

also der Differenzierbarkeit von f an der Stelle zg € R.
Da fﬁ—?ﬂ fiir x — zo gegen Null strebt, reicht es nicht aus, wenn k(z) = O(|z — z¢|) gilt, sondern
es mufl

k(z) =O(lx — z0|”) mit v>1

gelten. k(x) muf also iiberlinear fiir z — z¢ gegen Null streben.

Mit dem folgenden Satz hat man ein Kriterium, was in den meisten praktischen Fillen zur
Uberpriifung der Differenzierbarkeit von Abildungen genutzt werden kann.

Satz 5.48.
f:D—R"™ D CR", ist in dem inneren Punkt xg aus D differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen von f in einer Umgebung von xq existieren und in xo stetig sind.
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5.8 Differenzierbarkeitsregeln und die Richtungsableitung
Satz 5.49. (Regeln fiir differenzierbare Abbildungen)

a) Linearitdt
Sindf:D —R™ undg: D — R™, D CR", differenzierbar in xq, so ist auch Xf + pg (A
und p reell) in xq differenzierbar, und es gilt

(Af + pg)'(x0) = M'(x0) + pg'(x0) -

b) Kettenregel
Es seih: C — D, (mit C C R*, D C RP) differenzierbar in xog € C und £ : D — R™
differenzierbar im Punkt zy = h(xg).
Dann ist auch foh : C — R™ in xq differenzierbar, und es gilt

(f e} h)I(XO) = fI(Z())h,(X()) .

Beispiel:
Wir betrachten die Funktion f : R2 — R, f(z1,72) = z?sinzs, und die Abbildung h : R —

R?, h(t) = ( ngt ) . Die Ableitung von

y = foh(t) = f(hi(t), ha(t)) = cos® tsint?

kann man nun nach der Kettenregel wie folgt berechnen.
Fiir f' berechnen wir

f'(z1, z2) = [2z1 sin za, 22 cos 3]

1 _ [ —sint
v = 55
Nach der Kettenregel ergibt sich
y' = (foh(t)) = f'(hi(t), ha(t))R'(t)

und fiir h’

—sint

= [2costsint?, cos? t cos t?] ( 342

) — —2sintcostsint® + 3t2 cos® tcos 3 .

Wenn wir nun eine Funktion f : D — R" betrachten, die im Punkt x( differenzierbar sein soll,
und eine Funktion

h:R—->R', h(t)=x¢+ta, acR",
dann errechnet man h'(t) = a fiir alle ¢ € R. Die Anwendung der Kettenregel ergibt fiir f o h
(f oh)'(0) = f'(xo)a.

h(t) beschreibt eine ”Gerade” in R* durch xy in Richtung a, was man sich am besten im R?
oder R? anschaulich klar macht. Aus diesem Grunde nennt man f’(xg)a = grad f(x¢) - a auch
Richtungsableitung, wobei man |a| = 1 fordert.

Eine allgemeinere Definition der Richtungsableitung, die die Differenzierbarkeit von f nicht
fordert, wird nun formuliert.
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Definition 5.50. (Richtungsableitung)
Sei f: D — R, D C R" und ein Vektor a € R" mit |a| = 1 gegeben. Existiert der Grenzwert

lim %[f(xo +ta) — f(xo0)],

dann nennt man

% (xo) 2= lim < [ (xo + ta) — f(xo)]

die Richtungsableitung der Funktion f an der Stelle xy in Richtung a.

Korollar 5.51.
Sind die partiellen Ableitungen von f in xqo stetig'®, dann gilt fir die Richtungsableitung von f
in Richtung a

0
a—ﬁ(xo) = grad f(xo) -a.
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf} die partielle Ableitung einer Funktion f nach z;
genau die Richtungsableitung von f in Richtung e; ist, denn es ist

of f(xo +tej) — f(xo) _ Of

By X0) = i : = e, %)

Beispiel:
Zu bestimmen ist die Richtungsableitung der Funktion f : R?® — R, f(x) = z?cos(zy)e® im
Punkt (1,0, 1) in Richtung a = %(1, 1,1)T. Es ergibt sich

grad f = (2z cos(zy)e® — x2ysin(zy), —z° sin(zy)e?, 2 cos(zy)e?)T ,
und damit
of r 1 s 1
2L(1,0,1) = (2¢,0,¢)7 - —(1,1,1)T = —3e.
or(1,0,1) = (26,0,6)" - Z=(1,1,1)" =

5.9 Lineare Approximation

Bei komplizierten nichtlinearen funktionalen Zusammenhéingen interessiert die Frage, ob man
die entsprechende Funktion zumindest in der lokalen Umgebung eines Punktes x¢ des Definiti-
onsbereiches durch eine recht einfache Approximation annihern kann.

Aus der Beziehung (147) wird ersichtlich, da§ die Abbildung f in der Ndhe des Punktes xo durch
die Abbildung g : D — R™,

g(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0) (149)

ersetzen kann, ohne wegen der ”Kleinheit” von ||k(x)|| einen allzu grofien Fehler zu machen.
Die durch (149) definierte Abbildung g nennt man Tangentenabbildung oder lineare Ap-
proximation von f in xg.

Betrachten wir zur Veranschaulichung eine differenzierbare Funktion f : D — R, D C R?, dann

o ) die Beziehung
Yo

ergibt sich in xy = (
Y—Y0
= f(®0,v0) + fo(z0,v0)(x — z0) + fy(z0,90)(y — vo) + k(z,v),

¥Damit folgt die Differenzierbarkeit von f in xo.

f@w)==f@m%%ﬂh@m%%h@m%ﬂ(w_xo>+M%w (150)
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und die Tangentenabbildung

9(z,y) = f(wo,90) + fe(zo,y0)(z — z0) + fy(z0,0)(y — vo) -

Man iiberlegt sich nun, dal der Graph von g eine Ebene, die wir Tangentenebene nennen, mit
den folgenden Eingenschaften ist:

a) die Ebene berithrt im Punkt P = (zg, Yo, 9(z0, yo)) den Graphen der Funktion f, also ist

($05 Yo, g(-T(), yO)) = (an Yo, f(x()a yO)) 3
und sie schmiegt sich wegen der Kleinheit von k(z,y) an den Graphen von f,

b) die Tangenten an den Funktionen f*(x) := f(z,yo) an der Stelle ¢ und f**(y) := f(zo,y)
an der Stelle yg liegen in der Ebene,

c¢) in der unmittelbaren Umgebung von x¢y = ( 23 ) stellt die Ebene wegen der Kleinheit
von k(z,y) eine gute Ndherung der Funktion f dar.
Korollar 5.52.
Die Funktion f : D = R, D C R?, ist genau dann in xo = ( zg ) differenzierbar, wenn es eine

Tangentenebene an den Graphen von f in xq gibt.

Beispiel:
Betrachten wir die Funktion f(z,y) = zsiny + ysinz. Gesucht ist eine lineare Approximation
durch die Tangentenebene in der Umgebung des Punktes xg = (5, 0). Mit

f(x) = [siny + ycosz , Tcosy + sinz]
erhilt man

-
T—3

g(w,y)zO—l—[O,g—Fl]( ):(gﬂ)y.

Die Ebenengleichung in der aus der HM I bekannten parameterfreien Form (z = g(z,y)) lautet
also

(G+1y—2=0.

5.10 Totales Differential

Ebenso wie im Fall der Funktionen einer reellen Veranderlichen ist fiir Funktionen mit mehreren
Variablen eine Niherungs-Formel fiir die Differenz

Az := f(x) = f(xo)

fiir eine differenzierbare Funktion interessant. Ausgehend von der fiir differenzierbare Funktionen
giiltigen Darstellung

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + k(x)
ergibt sich fiir Az

Az = f'(x0)(x — xq) + k(x) -
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Da ||k(x)|| fiir kleine ||x — x¢|| sehr kleine Werte hat, gibt f'(x¢)(x —x¢) in guter Ndherung die
Abweichung Az des Wertes f(x) von f(xg) an.
Wir wihlen, wie in der Physik und Ingenieurwissenschaft iiblich, die Bezeichnungen

dx :=x — Xp und  dz:= f'(xq)dx . (151)
Mit der Komponentendarstellung

d:l:l

d.'L'Q
dx =x —Xxg =

dzr,

kann man (151) ausfithrlicher schreiben.

Definition 5.53. (totales oder vollstindiges Differential)
Die durch

dz = J; %j(xo)diﬂj (152)

beschriebene lineare Funktion mit den reellwertigen Variablen dx1, dxs, ..., dz,, heifit das vollstindi-
ge oder totale Differential von f in xy. Die Funktion wird auch durch df : R* — R mit der
Funktionsgleichung

df (dzy, dmy, ..., dzy) =) %(xo)d:(;j (153)
j=1 """

symbolisiert.

Mit der Verabredung

92 Of )
aCCj T 8xj 0

wird das vollsténdige Differential auch durch die Gleichung
n
dz = ——dz; (154)
J

in einer Schreibweise angegeben, die in Physik und Technik sehr gebréuchlich ist.

Das vollstindige Differential hat Bedeutung in der Abschitzung von Mefifehlern. Betrachtet
man z.B. eine Funktion f(z,y) und moéchte man etwas zum Fehler bei der Berechnung des
Funktionswertes an der Stelle (xg, yo) wissen, wenn ¢ und yo mit den Fehlern dx = x — z¢ bzw.
dy = y — yo behaftet sind, dann kann man das totale Differential nutzen. Dazu schreiben wir
das vollstéindige Differential von f an der Stelle (zg,yo) auf und erhalten

0 0
dz = df(dz, dy) = 5 20, 0) do + 5 (o0, 30) dy

Damit kann man die Auswirkung der Fehler dr und dy auf den Fehler im Funktionswert
abschitzen. Man erhilt mit

0 0
£G2v) = (oo, o) = ] < 15 (o, )bl + |5 o, )l
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die gewlinschte Fehlerabschitzung. Hier sei darauf hingewiesen, dafl man bei Fehlerabschétzun-
gen genau wie im Fall des totalen Differentials einer Funktion einer reellen Verinderlichen zwi-
schen relativen (‘772‘) und und absoluten Fehlern (|dz|) unterscheidet.

Beispiel:

Ein weiteres Anwendungsbeispiel fiir das vollstdndige Differential ist die ndherungsweise Berech-
nung von 2, 02301,

Wir fihren dazu die Funktion

fl@y) =2, z,y >0
ein und ermitteln f(2,02, 3,01) niherungsweise durch f(2,3) + df, wobei

_of of
= So(2,3)do + 2-(2,3)dy

df 5

mit dz = 0,02 und dy = 0,01 ist. Die partiellen Ableitungen von f lauten

of =yz¥ ! bzw. == =2YInz,

ox oy

und man erhalt

2,023 = £(2,02, 3,01) ~ 23 +3-22.0,02 +231n2-0,01 ~ 8,295 .
Auf meinem Taschenrechner habe ich fiir 2,0239! das Ergebnis 8,3 erhalten, wobei ich nicht
genau weif}, wie mein Taschenrechner zu dem Ergebnis gekommen ist.

5.11 Taylorformel und Mittelwertsatz

Ziel dieses Abschnitts ist die niherungsweise Darstellung einer (p + 1)—mal stetig partiell dif-
ferenzierbaren Funktion f : D — R, D C R", als ein spezielles Polynom p—ten Grades. Ein
solches Polynom 148t sich i.d.R. leichter berechnen als die Funktion und nihert zweitens die
Funktion genauer als die lineare Approximation.

5.11.1 Taylorformel im R"

Wir benétigen zur Aufstellung der Taylorformel einige Hilfsmittel. Mit

fithren wir den sogenannten Nabla-Operator als symbolischen Vektor ein?’. Die formale skalare
Multiplikation des Nabla-Operators mit einem Vektor h € R"

hy
ha
h:= .
hn
2Der Name Nabla-Operator rithrt von einem hebriischen Saiteninstrument her, das in etwa die Form des
Nabla-Zeichens hat.
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ergibt mit

0 0
h-V:=h— +hy—
Mg +hag— o+t g - § Jax

einen Operator, den man auf die Funktion f anwenden kann. Man erhilt

(0 9)16) =3 b

Unter der k—ten Potenz von h - V wollen wir den Operator

k - ak
(h-V) = hihisweer-hy ———
il,i2§k:1 11/t (" 8:51'1 8%@3.7;%

verstehen. In der Summe wird iiber alle k—Tupel (1,2, ..., i) mit i1,49,...,5, € {1,2,...

summiert, so daf die Summe n* Glieder hat.
Fiir K = 2 erhalten wir zum Beispiel

Z LLC ey 8%33@

1,j=1

2 2 2 2

hih hoh haoh
83318.’131 + L 28.’1318.T2 + 2 18.T28$1 + 2 28.%28.%2’

= hihy

und angewandt auf die Funktion f erhalten wir

82f 82f 82]0 82f
h-V)? = :
( V) f(x) hlhl 63718.%1 + h1h2 3:1318:E2 + h2h1 6:328:51 + h2h2 8:328:52
Die Anwendung von (h - V)¥ auf f ergibt

(h-V)Ff(x) = Bl ey — =4
il,ig,..z.,ik_l e ke 8.’17“856123.’1)%

Hat man mit a und h beliebige Vektoren aus dem R” gegeben, so bezeichnen wir mit

[a,a+h]={x=a+sh|0<s<1}

108

’n}

die Verbindungsstrecke der Punkte a und a + h. Im R? und R® entspricht das den iiblichen
Vorstellungen der kiirzesten Verbindungsgeraden zwischen a und a+h. Mit den eben definierten

Begriffen kann nun der Satz von Taylor im R” formuliert werden.

Satz 5.54. (Taylorformel im R™)

Die Funktion f: D — R, D C R" sei (p+ 1)—mal stetig partiell differenzierbar, und [a,a + h]

set eine im Inneren von D liegende Strecke.
Dann gilt die Taylorformel

fla+h) = f(a)
1

+ 50 V)f(@) + 550 Vf(@) o+ (b V) (@) + Rlah)

(155)
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mit dem Restglied

R(a,h) = /0 a ;!3)’) (h-V)P*f(a+ sh) ds . (156)

Es ergibt sich die Abschdtzung

[[af[P* -

; sup Z ‘fﬂ?ilﬂ?ig---mip+1 (a+sh)2. (157)

R(a,h)| <
[F(a,b) (p+ 1)! o<s<1

11,02,...,8p+1=1

Definition 5.55. (Taylorpolynom p—ten Grades)

Die Funktion f : D -+ R, D C R” sei (p + 1)—mal stetig partiell differenzierbar, und [a, a + h]
sei eine im Inneren von D liegende Strecke.

Dann heifit

Ty(a+h) = f(a) + (b V)f(a) + . + %(h V) f(a) (158)

Taylorpolynom p—ten Grades an der Stelle a.
Wenn wir x = a + h und xy = a setzen, erhalten wir fiir das Taylorpolynom p—ten Grades

Ty(x) = f(x0) + (- V) f(x0) + . + %‘h V) f(x0) (159)

wobei h = x — x; ist.

Fiir p = 0 folgt aus der Taylorformel der folgende Satz.

Satz 5.56. (Mittelwertsatz)
Ist f: D - R, D C R" einmal stetig partiell differenzierbar, und ist [a,a + h] eine im Inneren
von D liegende Strecke.

Dann gilt
1
fa+h) - f(a) :/ (h-V)f(a+sh)ds, (160)
0
sowie
[f(a+h) - f(a)| < ||| sup | > |fu(a+sh)?. (161)
0<s<1 i—1

5.11.2 Taylorpolynom 2. Grades

Der Formalismus beim Taylorpolynom p—ten Grades ist, wie die obigen Vorbereitungen und
die mehrfache Summierung zeigen, recht aufwendig. Gliicklicherweise benétigt man in der Regel
nur Taylorpolynome bis zum 2. Grad. Zum Taylorpolynom 1. Grades bleibt nur anzumerken,
daB8 es gleich der Tangentenabbildung g(x) ist, die wir im Zusammenhang mit der linearen
Approximation behandelt haben (zur Ubung sollte man sich dies allerdings mit der Definition
(158) klar machen).

Fiir das Taylorpolynom 75(x) gibt es ebenfalls eine recht einprigsame Darstellung.
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Satz 5.57. (Taylorpolynom 2. Grades)
Das Taylorpolynom 2. Grades einer Funktion f an der Stelle xg kann man in der Form

Ta(x) = f(xo) + grad f(xo) - (x — x0) + 5 (x —x0) Hy(xo) (x —x0) (162

darstellen, wobei Hy die Hesse-Matriz der Funktion f ist.

Fiihrt man die skalare Multiplikation grad f(x9) - (x — x¢) und das Matrixprodukt
(x —x0)T Hy(x0)(x — x¢) der Darstellung (162) aus, erhilt man die Beziehung (159) fiir p = 2.
Beispiel:
Betrachten wir wiederum die Funktion f(z,y) = zsiny+ysinz. Gesucht ist eine Approximation
mit einem Taylorpolynom 2. Grades. Als Entwicklungspunkt nehmen wir xy = (%,O). Weiter
oben haben wir

f'(x) = [siny + ycosz , Tcosy + sinz]
gefunden. Fiir die Hesse-Matrix erhalten wir

g, — —ysinz CosYy + Ccos T
F=\ cosy+cosz —zsiny ‘

Damit kénnen wir das Taylorpolynom 2. Grades aufschreiben und erhalten

0+ g FaGo (7))

™

Tr(x) = [f(5,0) +grad f(

[\
e

= (E—I-l)y—l—l(x—

N3
"
7N
L)
O =
N——
/N

g
< |
SIE]
N——

2 2
= oyt glle— Dyt o)
= y+zy

5.12 Satz iiber implizite Funktionen

Wir haben bisher an verschiedenen Stellen implizite funktionale Zusammenhénge der Form
flz,y) =0 oder allgemein f(x)=0, xeR"

benutzt. Z.B. hatten wir als Losung einer DGL

2

_Zz_
y = Cie 2?*

bzw.
2

f(y,z) =y~ Cre” %> =0
erhalten. Es stellt sich dann die Frage, unter welchen Voraussetzungen man f(z,y) = 0 nach
y eindeutig ”auflésen” kann. Das mufl keineswegs der Fall sein, denn moglicherweise gibt es
iiberhaupt keine Losung der Gleichung f(x,y) = 0, oder zu einem z existieren mehrere y—Werte,
so daB f(z,y) = 0 ist. Uberhaupt nicht auflésbar ist z.B. die Gleichung

flz,y) =2 +y>+1=0,
und die Gleichung

fla,y) =2’ +y*~=1=0

hat fiir den z—Wert 0 die beiden y—Werte y = 1 und y = —1, so dafl man aufgrund der
Mehrdeutigkeit nicht von einer Funktion y = y(z) sprechen kann.
Antwort auf die gestellten Fragen gibt der Satz iiber implizite Funktionen.
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Satz 5.58. (Satz tiber implizite Funktionen, zweidimensionaler Fall)
Essei f: D - R, D C R%, D offen, eine stetig differenzierbare Funktion. Fir einen Punkt
(z0,y0)" € D sei

0
f(z0,90) =0 und a—i(ﬂﬁoayo) #0. (163)
Damit folgt

a) Es gibt ein Intervall U um xzy und ein Intervall V. um yo mit der Eigenschaft:
Zu jedem z € U ezistiert genau einy € V. mit

f(z,y)=0.

Jedem x € U ist auf diese Weise eindeutig ein y € V zugeordnet. Die dadurch definierte
Abbildung g : U — V', mit der Funktionsgleichung y = g(z), erfillt die Gleichung

flz,y(x)) =0 fir alle z €U .

b) g ist stetig differenzierbar, und es gilt fir jedes x € U:

_6f($a9($))
"x) = oz . 164
e —gi(w,g(w)) 16y

Die entscheidende Voraussetzung des Satzes ist %(wo,yo) # 0. Das wird auch deutlich, wenn
wir uns die grobe Beweisidee ansehen.
Wenn wir die verkettete Funktion

flz,y)  mit y=g(z)
nach z differenzieren, erhalten wir mit der Kettenregel

of d of d 0 of d
_Ofdx Ofdy _0f Ofdy

! e e — e -
fay) = Ordx Oydx Or Oydz

(165)

Unter der Voraussetzung %(w,y) # 0 konnen wir nun 3’ aus der Gleichung (165) bestimmen
und erhalten

(2, 9(x))
' — o () = — 02
Y =g (z) % L9(2)

Die Voraussetzung g—i(mo, yo) # 0 ist auch entscheidend fiir den Nachweis von Behauptung a).

Beispiel 1:
Betrachten wir die Gleichung

f(a:,y):mQ—y2+1:0, T,y €ER.

Fiir einen beliebigen z—Wert erhiilt man immer zwei y—Werte, und zwar y = vz2 + 1 und
y = —vVz2 + 1. Wendet man den Satz iiber implizite Funktionen an, stellt man

of _

= -2
oy Y
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fest, und damit die eindeutige Auflosbarkeit in Punkten (z,y) mit y # 0. In Punkten des Typs
(z,y) = (z,0) mit f(z,y) =0 kann man nicht eindeutig nach y auflosen.

Beispiel 2:

m2
fly,2) =y—Cie 2° =0,

also unsere "implizite” Losung einer DGL. Wir rechnen

of z? _ %
— =1 ) J— 2y2
ay + 2y3016 v

aus und haben mit

z? —z2
1+ 22—y301€ 2y2 ?é 0

eine Bedingung fiir die Auflésbarkeit nach y.

Satz 5.59. (Satz iiber implizite Funktionen, allgemeiner Fall)
Durch f(x,y) = f(z1,22,...,Tpn,y) sei eine stetig differenzierbare Funktion von einer offenen

Menge D C R*! in R beschrieben. Fiir einen Punkt ( ZO ) € D gelte
0

f(x0,70) =0.

Weiterhin sei

fy(x0,90) #0 .
Dann folgt:

a) Es gibt eine Umgebung U C R® um x¢ und ein Intervall V- um yo mit der Eigenschaft:
Zu jedem x € U existiert genau einy € V mit

f(X,’y):O.

Jedem x € U ist auf diese Weise eindeutig ein y € V zugeordnet. Die dadurch definierte
Abbildung g : U — V mit der Funktionsgleichung y = g(x) erfillt die Gleichung

f(x,y(x)) =0 fir alle xe€U,
b) g ist stetig differenzierbar, und es gilt fiir jedes x € U:

0y o)

Oxy, - of

. 166
5 (x, 9(x)) (160

5.13 Extremalaufgaben ohne Nebenbedingungen

Maxima und Minima von Funktionen mehrerer reeller Variabler lassen sich analog zum Fall der
Funktion einer reellen Variablen mit Mitteln der Differentialrechnung im R” gewinnen.
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Definition 5.60.
Essei f: D — R, DCR" gegeben. Ist xg € D ein Punkt, zu dem es eine Umgebung U mit

f(x) < f(x0) fir alle x € UND, x # x,

gibt, so sagt man: f besitzt in x( ein lokales Maximum.
Der Punkt xg selbst heifit eine lokale Maximalstelle von f.
Steht 7 <” statt ”<”, wird xq als echte lokale Maximalstelle von f bezeichnet.

Analog zur Definition des Maximums und der Maximalstelle werden Minimum und Minimalstelle
(">” bzw. 7>" statt ?<” bzw. 7<”) definiert.

Maximal- und Minimalstellen nennen wir allgemein Extremalstellen oder -punkte.

Wir formulieren nun eine notwendige Bedingung fiir eine Extremalstelle.

Satz 5.61. (notwendige Bedingung)
Ist xy € D Extremalstelle einer partiell differenzierbaren Funktion
f:D—=>R DCR, so gilt

f’(X()) = Oa
d.h., simtliche partiellen Ableitungen von f verschwinden?'.

Beweis.
Es sei xg = (%10, 20, --- a:no)T Extremalstelle von f. Wir definieren die Funktion

g(.’L‘k) = f(.'I,'lo, vy TE—105Tks Tk410, ...,.’I)no) k€ {1, 2, ...,n},
als Funktion einer Verdnderlichen. Die Funktion g hat in xxo natiirlich ein Extremum, also folgt

of
oxy,

0=g'(zro) = (%0),

womit der Satz bewiesen ist. O

Bemerkung 5.62.
Der Satz 5.61 besagt, daBl die Losungen x des Gleichungssystems

fccj (XO) = 07 .7 = 1a27 -y 10,

Kandidaten fiir Extremalstellen sind. Ob x( tatséchlich Extremalstelle ist, kann man mit dem
folgenden hinreichenden Kriterium iiberpriifen.

Satz 5.63. (hinreichende Bedingung)
Ist f: D— R, DCR" zweimal stetig differenzierbar, so folgt:
Ein Punkt xo € D mit f'(xo) = 0 ist eine

e cchte Mazimalstelle, falls (z - V)?f(x¢) < 0,
e cchte Minimalstelle, falls (z - V)?f(xq) > 0,

fiir alle z € R",z # 0.

21Mit D sollen im folgenden die inneren Punkte von D bezeichnet werden.
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Beweis.
Wir nehmen (z - V)2 f(xg) > 0 fiir alle z # 0 an. Nach der Taylor-Formel gilt

1 1
flxo-+) = foxa) + Fxa)act 5 [ (1= )(a- V)77 + ) s,

und wegen f'(x¢) =0

1

1
f(xo+2) = f(xo0) + 5/0 (1 —3s)(z-V)2f(xo + sz) ds. (167)

Aufgrund der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitung gibt es eine Kugelumgebung U C D
von Xy mit

(z-V) f(xo+s2z) >0 fir xg+sz2€U, z#0,0<s<1.

Wihlt man z dabei fest, dann nimmt (z - V)2 f(xq + sz) fiir ein s € [0, 1] sein Minimum ¢ an
(weil (z - V)2 f(xo + sz) eine stetige Funktion in s ist), also gilt

(z-V)%f(xo +52) >c>0 firalle se][0,1].

Damit erhilt man aus (167)

1
f(x0+z)—f(x0)2%/0 (1-s)eds = § >0,

also f ({C_o +z) > f(xg) fiir jedes xg +2z € U, z # 0. x ist damit eine echte Minimalstelle.

Durch Ubergang von f zu —f erhélt man die entsprechende Aussage fiir echte Maximalstellen.
O

Bemerkung 5.64.
Aus dem Satz von Taylor wissen wir, daf der Ausdruck (z- V)2 f(xp) mit Hilfe der Hesse-Matrix
in der Form

(z-V)?f(x0) = 2" Hf(x0)z (168)

aufgeschrieben werden kann. Damit kann man die hinreichende Bedingung auch anders formu-
lieren.

Satz 5.65. (hinreichende Bedingung)
Ist f: D — R, DCR" zweimal stetig differenzierbar, so folgt:
Ein Punkt xg € D mit f'(x¢) = 0 ist eine

o cchte Mazimalstelle, falls die Eigenwerte der Hessematriz H(xo) alle negativ sind,
o echte Minimalstelle, falls die Eigenwerte der Hessematriz H(xg) alle positiv sind,

Beweis.
Fir die Eigenwerte A von Hy(xo) gilt

Hy(xo)x = Xx,
wobei x Eigenvektoren sind. Die skalare Multiplikation von links mit x’ ergibt
%" Hy (xo)x = Al[x||? .

Sind die Eigenwerte alle kleiner als Null, so folgt aus der Negativitit der linken Seite, daf eine
Maximalstelle vorliegt. Bei der Positivitit der Eigenwerte schlufifolgert man analog, dafl eine
Minimalstelle vorliegt. O
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Fiir eine reellwertige Funktion f : D — R, D C R? kann man die hinreichende Bedingung fiir
eine Extremalstelle auch folgendermaflen formulieren.

Satz 5.66.
Ist die reellwertige Funktion f : D — R, D C R? zweimal stetig differenzierbar auf D C R?, so

folgt:
Fin Punkt x¢ = ( zo ) € D mit
0

%(wo,yo) =0, g—z(wo,yo) =0 (169)
und
Foafyy — f2,>0 in ( zg ) (170)
18t eine

e cchte Mazimalstelle, falls f.(zo,y0) <0 gilt,
e cchte Minimalstelle, falls fyo(xo,y0) > 0 gilt.

Beweis.

Der Beweis des Satzes 5.66 ergibt sich aus der Auswertung der Forderung, dafl die Eigenwerte
der Hesse-Matrix von f alle positiv oder negativ sein miissen. Zur Bestimmung der EW der
Hesse-Matrix sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

fmm—)\ fz _
det ( fccy fyy 3 A ) - )\2 - (.fmm + fyy))\ +.fzzfyy _ ;?y

zu bestimmen, und man erhélt

Al = Jeo b Juy —2|_ Tuy + \/7“” -nyy)2 — faafyy + f2y

foo + Fuy \/ (faz — fuy)?
2 4

+ 12

Man iiberlegt sich nun, daf}

(fww_f )2 fww_f
\/ 1 vy + f%y > | 5 yyl (171)

gilt. Wenn fyz(z0,70) < 0 ist, mu8 aufgrund von (170) auch fy,(zo,y0) < 0 gelten, und aus
(171) folgt

)\1,2 <0.

Ist andererseits fz.(2o0,y0) > 0, mufl aufgrund von (170) auch fy,(zo,%0) > 0 gelten, und damit
ergibt sich mit (171)

)\1,2 >0.
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Bemerkung 5.67.
Hat H(xo) positive und negative Eigenwerte und gilt f’(x¢) = 0, dann spricht man bei xq von
einem Sattelpunkt.

Beispiel:
Es sind die Extremalstellen der Funktion

flz,y) =2> +y* + 2y — 22+ 3y + 7, xz(‘;)em&

zu berechnen. Die notwendige Bedingung f'(xg) = 0 ergibt die Gleichungen

2z+y—2 =0
2y+z+3 = 0

Wi~

mit der eindeutigen Losung x = £, y = —g. Zur Auswertung der hinreichenden Bedingung

berechnen wir
fmm:2, fyy:2a facyzla

und damit folgt aus D = fyzfyy — fgy =3 > 0, daf} der Punkt x¢ = (

Wl oo |~

) eine Minimalstelle

ist.

5.14 Extremalprobleme mit Nebenbedingungen
Oft ist nach Extremwerten einer Funktion f gefragt, wobei noch Nebenbedingungen der Art
h(x)=0 (172)

erfiillt sein miissen. Allgemein kann man diese Problemstellung wie folgt formulieren.

Extremalproblem mit m Nebenbedingungen

Gegeben sind zwei stetig differenzierbare Abbildungen

f:D—Rund h: D — R™ auf einer offenen Menge D C R*, n > m.

Gesucht sind die Maximal- und Minimalstellen der Einschrinkung f|;; von f auf

M:={xeDh(x)=0}CD. (173)
Eine Maximalstelle xo von f|ys ist dabei ein Punkt aus M, zu dem es eine Umgebung U C D
gibt mit
f(x) < f(xo) firalle xeUNM .
Entsprechendes vereinbart man fiir Minimalstellen.

Eine Methode bzw. Kriterien zur Ermittlung von Extremalstellen einer Funktion f unter Beriick-
sichtigung von Nebenbedingungen liefert der folgende Satz.

Satz 5.68. (Lagrange-Multiplikatoren)

Die Funktion f : D — R und die Abbildung h : D — R™ seien stetig differenzierbar auf einer
offenen Menge D C R™,n > m, wobei die Matriz h'(x) fiir jedes x € D den Rang m hat. Dann
folgt:

Ist xg € D eine Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung h(x) = 0, so ezistiert dazu eine

Zeilenmatriz (Zeilenvektor) L = (A1, A2, ..., Apy) mit

f'(x0) +Lh'(x¢) =0. (174)
Die Zahlen A1, Ao, ..., Ay, heiffen dabei Lagrangesche Multiplikatoren.
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Bemerkung 5.69.
Bei dem Kriterium handelt es sich um ein notwendiges Kriterium, d.h., eine Extremalstelle xg
von f unter der Nebenbedingung h(x) = 0 ist immer eine Losung der Gleichungen

f'(xg) + Lh'(xg) =0 und h(x)=0. (175)

Mit den Komponentendarstellungen

I hl
I h2

X = . ’ h = . ) L= (A17>\27-"7Am) (176)
In hm

erhalten die Gleichungen (175) die Form

of TN Ohy . :
3—%(}() + ;)\ka—x](x) =0 firalle j =1,2,...,n, (177)
und
hig(x) =0 firalle k=1,2,...,m. (178)

Es liegen damit n 4+ m reelle Gleichungen fiir die n + m reellen Unbekannten
L1, T2, oy Ty AL, A2, ooy A VOT. Losungen x = (x1, 3, ..., z,)7 der Gleichungen (177) und (178)
heiflen stationéire Punkte von f unter der Nebenbedingung h(x) = 0.

Korollar 5.70. (zweidimensionaler Fall der Lagrange-Multiplikatoren)

Durch f : D — R und h : D — R werden zwei stetig differenzierbare Funktionen auf einer
offenen Menge D C R? beschrieben. Dabei sei grad h(x) # 0 fiir alle x € D. Dann folgt:

Ist xg € D eine Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung h(x) = 0, so gilt

grad f(xg) + Agrad h(xg) =0 (179)
mit einer reellen Zahl X (Lagrange-Multiplikator).

Bemerkung 5.71. (Lagrange-Funktion)
Mit der Einfiihrung der Lagrange-Funktion

L(x,\) = f(x) + Ah(x) (180)

als Funktion mit n + 1 Veradnderlichen z1, z3, ..., Zn, A ist die Problemstellung der Bestimmung
von Extremalstellen von f unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung h(x) = 0 identisch mit
der Bestimmung von Extremalstellen der Lagrange-Funktion L ohne Nebenbedingungen.

Beispiel:
Gesucht sind die Extremalstellen der Funktion
flz,y) = 2?2+ 3y +4

unter der Nebenbedingung

h(z,y) =2?> —y—2=0.
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Mit grad f(z,y) = (2z,6y)" und grad h(z,y) = (22, —1)7 erhilt man mit
grad f(x) + Agrad h(x) =0 und h(x) =0

das Gleichungssystem

2r = =Nz
6y = A
y = z2-2.
Fordert man x # 0, so folgt aus der ersten Gleichung A = —1. Aus der zweiten Gleichung ergibt
sich dann y = —% und fiir  rechnet man 9 = 44/ % aus.
Setzt man z = 0, so folgt aus der letzten Gleichung y = —2 und aus der zweiten Gleichung
A =12
Damit hat man durch Auswertung der notwendigen Bedingungen die Kandidaten
1 1 1 1
P = Py=(—/=,—= Py =(0,-2
1 ( 6 ) 6)1 2 ( 6 ) 6)1 3 ( ) )

als Extremalstellen der Funktion f bei Beriicksichtigung der Nebenbedingung z? —y — 2 = 0
ermittelt.

Man findet nun durch ”Einsetzen” heraus, dal P; eine Maximalstelle ist und P;, P, Minimal-
stellen sind.

Bemerkung 5.72.

In der Regel ist die Frage, ob stationdre Punkte Extremalstellen oder nichts dergleichen sind,
im allgemeinen schwer zu beantworten. Hier hilft oft ingenieurméfige Intuition oder numerische
Rechnung. Eine Hilfe bei der Entscheidung liefert der Satz, daf} jede stetige Funktion auf einer
kompakten Menge ihr Maximum und Minimum annimmt.

Bei kompakter Nebenbedingungsmenge

M = {x € D|h(x) = 0}

hat man daher unter den Lésungen der Lagrange-Methode und den Randpunkten aus M NaD
diejenigen mit maximalen Funktionswert f(x) herauszusuchen. Diese Punkte sind alle gesuchten
Maximalstellen. Fiir Minimalstellen gilt Entsprechendes.

5.15 Ausgleichsrechnung

Es ist ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Einflufigréen 1, o, ..., 2, und einer Grofle
y in der Form

y = f(z1,72,....Tn) (181)

gesucht. Man weif} iiber die Abhingigkeit der Gréle y von z1,x9, ..., Z,, hat aber z.B. durch
Mefireihen o0.4. nur die Matrix

Y1 Ti1 -.-- Tin
Y2 ZT21 ... Ton (182)
Yn Tml --- Tmn

gegeben, wobei eine Zeile etwa das Ergebnis einer von insgesamt m Messungen ist, also hat
die Grofe y bei der j—ten Messung den Wert y; und die Einfluigréflen z1, zo, ..., z,, die Werte
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Zjly---,Zjn. Die Funktion f : D — R, D C R", kennt man nicht. Macht man fiir f einen
Ansatz, z.B.
flx1, 29, csxn) =10 + 1121 + oo + TRy (183)

kann man die Frage stellen, fiir welche rg, 1, ..., 7, das Funktional

F(T(),Tl,.-.,'f'n) = Z(yk _f(fﬂl,.’L'Q,-.-,.'En))Q

B
Il
—

(yp — (1o + 11Tk + on + TTrn))? (184)

I
NgE

ey
Il
—

minimal ist, um somit die ”beste” Anniherung des funktionalen Zusammenhangs y = f(z1, z2, ..., Zp)
auf der Grundlage der Mefireihe (182) zu erhalten. Diese Methode geht auf Gauss zuriick und
wird "Methode der kleinsten Quadrate” genannt. Bei der Aufgabe

F(ro,m1, .y rn) = Min! (185)

handelt es sich um ein Extremalproblem ohne Nebenbedingungen. Die notwendige Bedingung
fir Extremalpunkte lautet grad F = 0 und aufgrund des linearen Ansatzes (183) erhélt man
mit der notwendigen Bedingung ein lineares Gleichungssystem der Form

Ar=b (186)

zur Bestimmung des Vektors r = (r1,79,...,7,)" . Die Gleichung (186) nennt man die Gauss-
Normalgleichung des linearen Ausgleichsproblems (185).
Fiir die Elemente der Koeffizientenmatrix A erhilt man nach kurzer Rechnung

m m m
Qij = mzzkixkj - Za:kz Z-’I;kj y 4,3 =1,.,m,,
k=1 k=1 k=1
und fiir die Komponenten der "rechten” Seite b ergibt sich
m m m
b; = mzwkzyk - Z‘Tkizyk ,1=1,..,n.
k=1 k=1 k=1

Dabei wurde 7y aus der Gleichung g—fz =0 zu

1 m n 1 m
ro=— > k- Z[ﬁ'g > il

bestimmt und aus den Gleichungen g—f; =0, j=1,2,...,n, eliminiert. Die eben beschriebene
Methodik kann man im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 5.73. (lineares Ausgleichsproblem)

(a) Das lineare Ausgleichsproblem (185) ist immer losbar.
(b) Die Liosungen von (185) und (186) stimmen immer dberein.

(¢) Fiir zwei Losungen r und ro gilt stets Ar = Arg. Ist der Rang von A gleich n, so ist die
Ausgleichslisung eindeutig.
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(d) Ist die Zahl der Messungen m nicht grofer als die Zahl der Einflufgrifien n, so ist die
Matriz A immer singuldr.

Bemerkung 5.74.
Wenn man statt dem Ansatz (183) mit einem Ansatz der Form

f(@1, @2, oy @n) =10 + 1101 (21) + oo + T p () (187)

arbeitet, wobei ¢;, 7 = 1,2,...,n gegebene differenzierbare Funktionen sind, ist die oben be-
schriebene Methodik dem Prinzip nach ebenso anwendbar. Der Ansatz (187) fithrt zum Funk-
tional

G(T(),T‘l,...,’l"n) = Z(yk _f(x11$25"'7$n))2

ES
Il
—

(yk — (ro + r1d(k1) + - + Tnd(Tkn)))” (188)

[
NE

=
Il
—

und die Auswertung der notwendigen Bedingung
gradG =0

fithrt zu einer Modifizierung der Matrix A.

Bemerkung 5.75. (logarithmisch lineares Ausgleichsproblem)
Macht man fiir die funktionale Beziehung y = f(z1, ..., z,) den Ansatz

f(z1,29,cmn) =ro -2t - 2h? - - (189)

spricht man von einem logarithmisch linearen Ansatz. Durch Logarithmieren erhilt man aus
(189) die lineare Beziehung

In f(z1,22,....,xn) =Inrg+r1Inzy +rolnzy + ... +ry Inzy,
und kann die oben beschriebene Methode zur Berechnung der ”"besten” r; verwenden. Denn man

hat mit den Festlegungen y' := Iny, y; = Inyy, ry == Inrg und zj := Inz;, z},; = Inzy; fir
kE=1,...,m, j=1,..n statt (182) die Ausgangsmatrix

! ! !

Y. T o--- Tip
! ! !

Yo Ty .- Toy (190)
! ! !

Ym Tl -+ Tmn

zur Bestimmung der "besten” ry, r1, ..., 7, zur Niherung des funktionalen Zusammenhangs
' ! ! !
Y =719+ 11Ty +1rexy + ... + 1T,
zu verarbeiten.

5.16 Losung nichtlinearer Gleichungssysteme, Newton-Verfahren

In der HM I-Vorlesung wurde das Newton-Verfahren fiir die Nullstellenbestimmung einer reell-
wertigen Funktion einer Verdnderlichen f: I — R, I C R behandelt.
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Hier soll nun kurz das Newton-Verfahren im R" besprochen werden. Es ist ein Gleichungssystem
der Art

fi(z1,z2,..,z) = 0

fo(z1, 29, cyzy) = 0
(191)

falz1, 22y cyzy) = 0
zu lésen. Mit x = (z1, 2y, ..., z,)" und £ = (f1, f2, ..., fn)? kann man (191) kiirzer in der Form
f(x)=0 (192)

aufschreiben. Dabei sei D C R" der Definitionsbereich von f, einer Abbildung von D in den R".
f wird als stetig differenzierbar vorausgesetzt.

Gesucht sind Punkte x € D, die die Gleichung (192) erfiillen. Solche x nennen wir Lésung der
Gleichung (192).

Liegt xq € D in der Nihe einer Loésung x von f(x) = 0, so bildet man die Tangentenabbildung
von f in xq

g(x) = f(x¢) + f'(x0)(x — x¢), x € D,
und 16st anstelle von f(x) = 0 die Gleichung g(x) = 0, d.h., man sucht eine Lésung der Gleichung
g(Xl) = f(X()) + f’(Xo)(Xl — Xo) =0.

Es handelt sich dabei um ein lineares Gleichungssystem, fiir das uns Lésungsmethoden bekannt
sind. Hat man x; bestimmt, fiihrt man ausgehend von x; den gleichen Rechenschritt aus und
sucht ein xg als Losung der Gleichung

f(Xl) =+ f’(Xl)(XQ — Xl) =0.
Allgemein kann man unter der Voraussetzung, daB x; € D ist, Xi+1 aus der Gleichung
f(Xk) + f'(xk)(xk_H - Xk) =0

bestimmen und erhélt nach Multiplikation der Gleichung mit [f'(x;)]~! bei einem gegebenen xq
das Newton-Verfahren

X0 gegeben,

Xk+1 = X — [f’(xk)]_lf'(xk) k= 0, 1, 2, (193)

Damit ist die vollstéindige Analogie zum Newton-Verfahren bei einer reellen Unbekannten gege-
ben.

Wir fassen den Algorithmus des Newton-Verfahrens zusammen:
Esseif: D — R", D C R" stetig differenzierbar gegeben. Zur Losung der Gleichung f(x) = 0
fithrt man die folgenden Schritte durch.

(I) Man wiihlt einen Anfangswert x € D.

(II) Man berechnet x1,X2,X3, ..., X, ... indem man nacheinander fiir ¥ = 0,1,2,... das Glei-
chungssystem

£'(xx) 211 = —£(xz) (194)

nach zy 1 auflost und xg1 := xx + 241 bildet. Dabei wird f'(x;) als regulir und x;, € D
fir £k =1,2,3, ... vorausgesetzt.
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(ITI) Das Verfahren wird abgebrochen, wenn die xj sich innerhalb eines Rechenschrittes nicht
mehr verdndern oder eine vorgegebene maximale Iterationszahl erreicht ist.

Satz 5.76. (Konvergenzaussage zum Newton- Verfahren)

f:D— R DCR" sei zweimal stetig differenzierbar und besitze eine Nullstelle X € D. Wei-
terhin sei £'(x) fiir jedes x € D regulir. Dann folgt:

Es gibt eine Umgebung U von X, so daf$ die Newton-Folge x1,X2,X3, ..., Xk, -.. vO1 einem belie-
bigen xg € U ausgehend, gegen die Nullstelle X konvergiert.

Die Konvergenz ist quadratisch, d.h., es gilt fir alle k =1,2,3, ...

||x) —X|| < C||xp_1 —X||> mit einem C > 0.
Eine einfache Fehlerabschitzung®? lautet

[l — || < [|£(xe) ] sup [|[£ ()] ] -
xeD

22Wenn A = (a;;) eine (n x n)-Matrix ist, verabreden wir fiir den ?Betrag” bzw. die Norm der Matrix ||A|| =

V221 9
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5.) Binomischer Lehrsatz

(a+b)™ =37,

(

n
14

) an—l/blj , (
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Einige wichtige Formeln
1.) Wichtige Ableitungen
Funktion Ableitung | Bemerkung || Funktion Ableitung | Bemerkung
C (Konstante) | 0 sinhz = £=£= | chz
x* az® ! « reell coshx = % shx
In |z| i tanh ﬁi
logg || zﬁm a>0,a#1 | cothz ~
e® e® arsinh x = lz] <1
Ti+1
a® a®lna a>0 arcosh wiil lz| <1
sinx cos artanh x 1_1$2 |z] <1
cos —sinzx arcoth _m21—1 |z| > 1
arc sinx 11—332 lz| <1 arccos x - 11_962 |z] <1
arctanx ﬁ arccotzx _1+17
2.) Einige Substitutionen (R bezeichnet rationale Funktion, m,n, k natiirliche Zahlen)
Integral Substitution
J R(sinhz,coshz,e®)dz t=c¢e
[ R(sinz,cos z)dz t=tan$ (dr = 1ft2 dt)
[ R(sin’z, cos®z) dz t=tanz
[ R(sinz)cos zdz t=sinc
J R(cos z)sin z dz t=cosz
[ R(=, \"/‘;iié)dx ad —PBy#0 t=173 (ﬁ—ig
| R(=, —(z+p)%)dz a>0,z+8=asint
J R(z, +(z+p)%)dr a>0,z+4+ 8 =asinht
| R(=, ($+ﬂ) —a?)dr  a>0,r+B=acosht
[R(z,\/az?+2Bz+7)dz a>0,t=\/az?2+2Bz+7+z/a
[ z™(a + Bz™)Fdx ke€Z,t= y/z,(r kgV der Nenner von m und n)
[ z™(a + Bz™)rda m—“ € Z,t = Yo+ Bz™( q Nenner von k)
[ z™(a + pz™)rdz m+1 +keZ, t=1q a+’3z ( q Nenner von k)
3.) Einige unbestimmte Integrale
Integral eine Stammfunktion
f sinn(ax) dz = sin”~!(az noz cos (o) 4 = 1 f sin"~ 2(O£.T) dr né€ N\ {O 1}
_ cos" (ax) sin (azx) -1 —9
[ cos™(az) dz = . + 2= [cos" *(ax)dz neN\{0,1}
fmdx = \}Barctan(%’), D=c-»>0
1 _ z+b (2n—3)
f (z24+2bz+c)™ dr = 2(n—-1)D(z2+2bz+c)»~1 + 2(n— 1)D f x2+2bm+c) —rdr ,n€ N\ {O’ 1}
(z+8) (2z+2b) (28—2b)
f (z2+2bz+c)™ dzx 2 f (;U2—|—2bzc+c dr + 3 f (z2+2bz+c)™ dzx
4.) Identitaten fiir trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunktionen
. _ 2tan} B 1f(tan%)2 " _ 2tan§ " . lf(tan%)2
SZ?’L.’L‘—W COS.’I)—W (I,’I’L.’E—W ng_w
sin’z + cos?z =1 sinZ =,/2(1—cosz) cost=./2(1+cosz) cosh’z—sinh’z =1
sin%:l sin§:§ sin%z@ sin 5 =1

cos(a £ ) = cosacos B F sinasin 3
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