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1 Einleitung

Gegeben sei ein linearer oder semilinearer Differentialoperator L und die sich daraus ergebende
inhomogene Differentialgleichung

Lu=f.

Als klassische Losung bezeichnet man eine Losung u der partiellen Differentialgleichung der
Ordnung k, die k-mal differenzierbar ist.

Eine Losung u(z,t) des inhomogenen Problems lésst sich mit Hilfe von Green’schen Funktio-
nen wie folgt darstellen:

u(z,t) = /jo G(x,s,t)f(s)ds.

2 Mathematische Grundlagen

2.1 Faltung
Definition 2 Die Faltung fir Funktionen f:R — R und g : R — R ist definiert durch

+oo
f*g:R—>R,x»—>/ f@)g(x — t)dt.
Eigenschaften der Faltung:
o Kommutativitit: fxg=g=* f
o Assoziativitit: fx (gxh) = (f*g)xh=fxgxh

Distributivitdt: f = (g +h) = (f xg) + (f * h)

Faltungstheorem: F(f * g) = (27)2 ((Ff) - (Fg)), d.h. aus einer Faltung im Ortsraum wird
eine normale Multiplikation im Impulsraum

Ableitung: D(fxg) =Df*g= f* Dg

2.2 4-Distribution

Definition 2 Fine Distribution ist eine stetige lineare Abbildung
T:CPR)—R.
Definition 2 Die Distribution § : C°(R) — R, ¢ — ©(0) heifit die Dirac-Distribution.

0 ist das neutrale Element beziiglich der Verkniipfung *.



Satz 2.1 Fir alle ¢ € D ist
0% =0.
Definition 2 FEine Distribution T heifst Grundlosung zum Differentialoperator L, wenn gilt:
LT = 6.
Satz 2.2 Ist T eine Grundlosung zu L, so gilt fir jedes p € D:
L(T % p) = p.

Wenn man zu L eine Grundlésung 7" hat, so kann man fiir jedes p € D eine Losung u von Lu =
f angeben: es ist u = T x p. Man erhilt also eine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung
Lu = f dadurch, dass man eine Grundlésung 7" mit der auf der rechten Seite stehenden Funktion
f faltet.

3 Definition

Definition 3 Wir nennen die (verallgemeinerte) Funktion G(x) fir die gilt
LG(z) = 6(x)
die Green’sche Funktion oder auch Fundamentallosung des Differentialoperators L.

Es gehoren also zu verschiedenen Differentialoperatoren verschiedene Green’sche Funktionen G.

4 Eigenschaften

Die Green’sche Funktion hat folgende weitere Eigenschaften:
1. Sie ist kausal.

G(z,s)=0 firz<s
2. Sie geniigt der Austrahlungsbedingung im Unendlichen.

dG—i =1ikGy, Ve # s
dzx

3. Es gilt eine Reziprozititsrelation

G(z,s) = G(s,x)

5 Berechnung der Green’schen Funktion

In der Praxis berechnet man zuerst die Fouriertransformierte der Green’schen Funktion:

5.1 Berechnung der Fouriertransformierten von G
Fiir einen linearen Differentialoperator L = Z‘"(ilzo ao D soll gelten:
LG(z) = (=)
= FILG)(x) = F[i(z)]
F[>anec] =1
> a.F[DG] = 1
> an(-ik)*F[G] = 1
FIG)Y aa(—ik)* = 1

S FG) s & szf*{

e
> aa(—ik)® > aa(—ik)®



5.2 Beispiele
I 1D-Wellengleichung

Gegeben sei der Differentialoperator, der 1D —Wellengleichung

0%u(x,t) 3 l@QU(x,t)
Ox? 2 otz
Mit der oben aufgestellten Formel ergibt sich:

Lu =

FIG) (k) = — -
w) = =
) k2 + %22 w2 — 2k2
IT Poissongleichung
T1
Gegeben sei eine Punktladung p, die sich am Ort ¥ = x2 |. Dann ist das elektrische Feld
T3

durch die inhomogene Poissongleichung gegeben.
AP = 4mp(r),

. 2 2 2 . . . .
wobei A := 25 + 2, + -2, Um die Green’sche Funktion der Poissongleichung zu berechnen,
1 2 3
nehmen wir die Formel aus 5.1:
1

> aa—ik)
wobei fiir den Multiindex gilt o = 2 und fiir die Koeffizienten a,, = 1.

1
k2

= F[G] =

= F[G] =

5.3 Riicktransformation
I Wellengleichung

Hier brauchen wir die Riicktransformation von G(x,s) nicht!

II Poissongleichung

Man erhélt folgendes Integral. Man fiihrt Kugelkoordinaten ein und legt die k,—Achse in Rich-
tung von 7
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6 Bestimmung der partikularen Losung des inhomogenen
Problems

Gegegeben sei das inhomogene Problem
(Lu)(x) = h(x).
Sei G(x) die Green’sche Funktion des Differentialoperators L, dann gilt:
(LG)(x,8) = 6(z—s)
= / (LG)(x, s)h(s)
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= L/ G(z,s) = h(s)é(z — s)
L(G(z,s) x h(s)) = d(s)*h(s) = h(s)

D.h. G(z, s) * h(s) ist eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

6.1 Beispiele

I Wellengleichung

_ Qu(z,t) 1 0%u(x,t)
lu=—%2" "2 22 1@

Wir kennen die Fouriertransformierte der Green’schenfunktion:

FlG (hw) = ——— = —©

,k2+ %22 w? — c2k?

Damit ergibt sich die partikuldre Losung:

IT Poissongleichung
AD = 47p(T)
Wir berechnen das Faltungsprodukt:

o(r)

G(7) * 4mp(F)
47T/G(r"— 5)prd>s
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