FV /FD-METHODEN ZUR NUMERISCHEN
LOSUNG PARTIELLER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Giinter Barwolff
18. Juli 2017

Skript, geschrieben parallel zur Vorlesung FV /FD-METHODEN ZUR NUME-
RISCHEN LOSUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN im SS2017 an
der TU Berlin,



Inhaltsverzeichnis

I Vorwort

1

[2  Beispiele partieller Differentialgleichungen der math. Physikl 2

[3  Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung 8
[4  Finite-Differenzen zur Losung partieller Differentialgleichun- |
|__gen 10
[4.1  FDM fir Elliptische Randwertprobleme, Grundlagen| . . . . . 10
[4.2  Konsistenz-, Stabilitats- und Konvergenznachweise|. . . . . . . 14
[4.2.1 Stabilitat und Konvergenz in der Lo-Norm| . . . . . . . 14

[4.2.2  Stabilitdt und Konvergenz in der Maximumnorm| 17

4.2.3  Approximation von gemischten zweiten Ableitungen [

[ und allgemeineren Randbedingungen| . . . . . . . . .. 26
[4.2.4  Entdimensionierung von partiellen Differentialgleichun- |

| gen der mathematischen Physikl . . . . . . . ... ... 28
[4.3  Finite-Differenzen-Verfahren fiir parabolische Difterentialglei- [

| chungen| . . . . ... 30
[4.3.1 FD-Schemen fiir eindimensionale Rand-Anfangswert- |

| probleme|. . . . . . ..o L 30
[4.3.2  Von Neumann-Stabilitatsanalysel . . . . . . . .. ... 34

[4.3.3 Parabolische Probleme in héheren Dimensionen| . . . . 36
b__Finite- Volumen-Methodel 38
[>.1 Grundlagen der FV-Methode und Definition| . . . . . . . . .. 39
[5.2  Existenz und Eindeutigkeit der FVM-Losung . . . . . . . . .. 41
[5.3  Konsistenz und Konvergenz der F'V-Methode]. . . . . . . . .. 41
[>.4  Bilanziiberlegungen und Dirichlet-Randbedingungen|. . . . . . 47
[5.5 Neumann-Randbedingungen| . . . . . . . ... ... ... ... 48
[>.6  Diskretisierung von Konvektions-Dittusionsgleichungen| 49
.7 FVM fiir das Stokes-Problem| . . . .. ... .. .. ... ... 51

ii



[6  Eigenschaften von Matrizen im Ergebnis von FD-Schemen| 56

il



Kapitel 1

Vorwort

Diese Skript entsteht parallel zur Vorlesung im Sommersemester 2017 und
enthélt die wesentlichen Inhalte wie z.B. alle Definitionen und Sétze, wobei
bei den Beweisen in der Regel nur Verweise auf Textbiicher oder Beweisskiz-
zen angegeben werden. Als Lehrbiicher seien z.B.

Grossmann, Roos, Numerische Losung partieller Differentialgleichun-
gen, Teubner/Springer

Hackbusch, Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen,
Selbstverlag

Braess, Finite Elemente Methode, Springer
Jiingel, Das kleine FEM-Skript
Hans R. Schwarz, Finite Elemente Methode

Dahmen, Reusken, Numerik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler,
Springer

Giinter Barwollf: Numerik fiir Ingenieure, Physiker und Informatiker

empfohlen.



Kapitel 2

Beispiele partieller
Differentialgleichungen der

math. Physik

Im Ergebnis der mathematischen Modellierung bzw. Beschreibung von tech-
nischen Prozessen oder physikalischen Phéanomenen entstehen partielle Diffe-
rentialgleichungen. Als Beispiel seien hier die Kontinuitédtsgleichung als Re-
sultat einer Massenbilanz

dp .
% +div(pv) =0 (2.1)
und die Navier-Stokes-Gleichung
1 4
%—F(U-V)v:—;Vp—iry[gAv—Vx (Vxv)]+F (2.2)

als Ergebnis der Bilanzierung des Impulses genannt. Die Differentiationen in
der Gleichung sind dabei auf alle Komponenten des Vektorfeldes v anzuwen-
den und besteht aus 3 skalaren Gleichungen fiir die 3 Geschwindigkeits-
komponenten. Die Funktionen bzw. Vektorfelder

p:[0,T]xQ—=R, p:[0,T]xQ—=R, v:[0,T] xQ— R

bezeichnen die Dichte, den Druck und das Geschwindigkeitsfeld. Q C R ist
das rdumliche Gebiet, in dem der jeweilige Prozess betrachtet wird, und [0, T']
ist das interessierende Zeitintervall. v bezeichnet die kinematische Viskositét
und F' steht fiir ein dufleres Kraftfeld.

Im Fall eines inkompressiblen Fluids gilt p = const. und die Konti-
nuitétsgleichung ([2.1)) vereinfacht sich zu
dive =0. (2.3)

1. Vor-
lesung
am
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Unter Nutzung von (2.3)) vereinfacht sich die Navier-Stokes-Gleichung ([2.2)
Al

0 1
a—;}—i-(v-V)v:—;ijLuAv—i—F. (2.4)

Als Ergebnis der Energiebilanz erhédlt man fiir ein inkompressibles
Medium als Spezialfall die parabolische Wéirmeleitungsgleichung mit
Beriicksichtigung des konvektiven Transports

00
a5 +(v-V)0 =al0+Q (2.5)
fiir das Temperaturfeld 6 : [0, 7] x Q — R (a ist die Temperaturleitzahl und

@ beschreibt Warmequellen oder -senken in 2).
In der Navier-Stokes-Gleichung ([2.2]) beschreiben der Term

00+ (v~ V)

die Beschleunigungskrifte,
Vp

die Druckkraft und 4
Vp[gA’U -V x (V xv)]

die Reibungskréfte. Z.B. bei der Modellierung der Umstréomung eines Trag-
fliigels spielen die Reibungskréfte nur eine untergeordnete Rolle, so dass bei
diesem Stromungsproblem die Impulsbilanz als Spezialfall der Navier-Stokes-
Gleichung (ohne Reibungsterme) durch die hyperbolische Euler-Gleichung
v 1
— V)jv=—-Vp+F 2.6
G+ 0V = Vs (26)
beschrieben wird.
Bei den zeitabhdngigen Problemen sind Anfangsbedingungen fiir die zu be-
rechnenden Felder, z.B. fiir die Temperatur etwa

0(0,x) = 6p(z), x€Q, (2.7)

vorzugeben. Handelt es sich bei den beschreibenden Differentialgleichungen
um Gleichungen mit rdumlichen zweiten Ableitungen, sind Randbdingungen,
als Beispiel

O(t,z) =0,(t,x), zel =09, (2.8)

zum  Abschluss des jeweiligen Modells vorzugeben. Bei Vorgabe eines

Geschwindigkeitsfeldes v sowie von a und @ ist durch (2.5), (2.7), (2.8]
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ein Anfangs-Randwert-Problem zur Bestimmung des zeitlich verdnderlichen
Temperaturfeldes 6(t,z) in [0,7] x Q gegeben, dessen Losung i.d.Regel
numerische erfolgen muss.

Im Folgenden sollen noch 2 Randwertprobleme im Rahmen der Bestimmung
des Minimums eines Funktionals bzw. der thermischen Kontrolle eines tech-
nologischen Prozesses angegeben werden.

Es soll das sogenannte Mumford-Shah-Funktional

E(f) = / (f — d)? + 0*(R — I)?] dF (2.9)

minimiert werden. Dabei ist d ein gegebenes, i.d.Regel verrauschtes Daten-
feld einer rdumlichen Kontur (Fldche S im Raum), dass durch irgendwelche
Sensoren generiert wurde. I beschreibt ein Intensitatsfeld R ist der Reflekti-
onsgrad. Die gesuchte glatte Funktion f beschreibt die entrauschte geglattete
Fldche S. Wenn [ den Einheitsvektor in Richtung der Lichtquelle, die das zu
erfassende Objekt mit der Oberfliche S beleuchtet, bezeichnet, und n den
auBleren Normalvektor, ergibt sich fiir R

(_fwﬂ _fy> 1)
VI+ IV

wobei f;, f, die partiellen Ableitunge von f bedeuten. Mit den Setzungen

R=n-l= (U, 1, 13) (2.10)

(ll,lz) n -l
Vit = — - Vi, 2.11
Iod L+ |V2  J1I+|Vf] (211)
V = o*(R—1)Vy R (2.12)

erhélt man aus der notwendigen Extremalbedingung fiir die Variation
JE(f;v) = 0 fiir alle Richtungen v die Euler-Lagrange-Differentialgleichung

V-V4+({d—-f)=0 auf Q (2.13)
mit der Randbedingung

o*f

Bei genauerem Hinsehen erkennt man in (2.13]) eine biharmonische Differen-
tialgleichung mit Ableitungen von f bis zur Ordnung 4.

Im zweiten Beispiel zur Optimierung mit partiellen Differentialgleichungen
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soll in einem Bereich €2 durch eine bestimmte Heiz- bzw. Kiihlstrategie (reali-
siert durch eine vorzugebenden Warmestromdichte am Rand) eine bestimm-
te vorgegebene Temperaturverteilung T eingestellt oder sehr gut angenshert
werden. Denkbar wire hier die Bearbeitung eines Stahlblockes oder das Auf-
schmelzen von Ausgangsstoffen zur Erzeugung eines homogenen Gemischs.
Auf einem Teil des Randes I'; von € sei eine fixierte Temperatur vorgegeben
und auf dem verbleibenden Rand I', wird geheizt.

Abbildung 2.1: Bereich 2 und Heizungsrand I'.

Bemerkung 2.1. Fiir die nun folgenden Betrachtungen verabreden wir, dass
wir von den beteiligten Funktionen soviel Regularitit fordern, dass die vor-
kommenden Integrale existieren!

Es ist eine vorzugebende Wirmestromdichte (Heizstrategie) gesucht, die in
Q) eine Temperaturverteilung zur Folge hat, die den um ein Kostenglied er-
weiterten quadratischen Abstand

J(T,q) = %/Q(T—T)Q dv+%/ ¢ dF (2.15)

c

minimiert. Im Ergebnis der mathematischen Modellierung erhilt man zur
Berechnung der Temperaturverteilung 7" in €2 das elliptische Randwertpro-
blem

— AT =f in Q, T=0 auffd,a—T

— £ T 2.1
o~ ¢t Lo, (2.16)

wobei f vorgegeben ist und ¢ die gesuchte optimale Warmestromdichte ist.
Die Randbedingung 7" = 0 auf T, stellt keine Einschrankung der Allgemein-
heit dar, da man von Null verschiedene Randtemperaturen T, auf I'; auf €2
zu Ty fortsetzen kann, und fiir die Differenz T' — T auf I'; eine homogene
Randbedingung erhilt. Statt der Warmeleitungsgleichung —AT = ¢ wiirde



man dann fiir die Differenz die Gleichung —A(T — Ty) = g + ATy =: f er-
halten.
Wir definieren das LAGRANGE-Funktional

L(T,k,q,x) = %/Q(T—T)Zd‘/—i—%/r ¢ dF (2.17)
or
—/(AT—l—f)/-idV+/ (5= —q)xdF
Q T, an

und man erkennt, dass fiir eine Losung 7" von ([2.16)
1 —
LTokq) =5 [(@=TPav+5 [ ¢aF =1
Q o

gilt. Wir suchen das Minimum von L fiir auf €2 definierten Funktionen 7" und
K.

Fiir die FRECHET-Ableitung von L findet man an der Stelle w = (T', &, ¢, x)*
in Richtung h = (T, &, G, x)"

Jo(T =T)TdV — [, AT kdV + [, Sy dF

— [ (AT kdV
L'Tw](h) = f9~( +f)'{~ . (2.18)
f aqqu fr qx dF
fr )X dF
Beachtet man, dass
- 0K ~
/ATﬁdV:/AIdeV—f—/—IidF —TdF,
Q Q ron

aufgrund der zweiten GREENschen Integralformel gilt, und variiert die Test-
funktionen T, &, ¢, X, dann ergibt sich mit der speziellen Wahl y = k auf I,

Jol(T =T) — ARTdV + [, 2T dF
L[w](h) = B ]fQ[AqT_:{(;ZzV . (2.19)

Jo (55 —q)x dF

Aus (2.19) wird deutlich, dass man mit der Losung T des Randwertproblems
(2.16) und der Losung x des dazu adjungierten Problems

_ 0
—Ak=—(T-T) in Q, k=0 auf Iy, 8_H =0 auf I'., (2.20)
n



sowie der Warmestromdichte
1
g=—r auf T, (2.21)
«

einen stationdren Punkt des Funktionals L gefunden hat, denn dann gilt
L'wl(h) = L'[T,k,q,x|(T,% §x)=0.

Fiir die Berechnung eines stationédren Punktes sind damit zwei gekoppelte el-
liptische Randwertprobleme (2.16)) und (2.20) zu 16sen, und mit den Werten
von k auf I'. hat man letztendlich durch die Beziehung eine optima-
le Heizstrategie gefunden. Die Diskussion der Existenz und Einzigkeit einer
Losung dieser Optimierungsaufgabe wiirde den Rahmen dieser Darstellung
deutlich sprengen, da dazu umfassende funktionalanalytische Untersuchun-
gen erforderlich werden. Deshalb wird darauf nicht eingegangen.

Abschlieend sei mit der Wellengleichungen zweiter Ordnung

Pu
bzw. Wellengleichunger erster Ordnung
du du
- = 2.2
ot + e 0, (223)

aus der die Gleichung (2.22) im raumlich eindimensionalen Fall folgt, auf
die Klasse der hyperbolischen Differentialgleichungen hingewiesen. Die Glei-
chung ([2.23)) ist ein Spezialfall der Erhaltungsgleichung

ou

g f(@D) =0 2.24
OV F@) =0, (2.21)
die fiir
p "
= R u
i=| pu |, [f(a)= ( ]{1((1—[) >
po ’
mit
puU pU
fi=| p?+p | und fo = PUV
puv pvi+p

auch die Eulergleichungen umfasst.

Mit hyperbolischen Differentialgleichungen werden Wellenphénomene aus
dem Gebiet der Akustik, der Elektromagnetik, der Seismik, der Optik bzw.
der Stromungsmechanik beschrieben.



Kapitel 3

Klassifikation partieller
Differentialgleichungen 2.
Ordnung

Bei den oben diskutierten partiellen Differentialgleichungen handelte es sich
Differentialgleichungen erster oder zweiter Ordnung, die man etwa in der
Form

divAgradu + a” gradu + bu = f (3.1)

aufschreiben kann, wobei u eine Funktion von n Verénderlichen ist, und A
eine (n x n)-Matrix, a € R" und b € R reellwertige Koeffizienten darstellen.
Im Falle von n = 2 ergibt die Differentialgleichung

Ugg + dUyy — 2Uyy + 3Uy — TYUy +siDTU =3

die Darstellung
divAgradu + a’gradu + bu = f
mit
(1 2 B Y, e
A—(2 _2)), a=[3 —axy]", b=sinz.

Fiir die Untersuchung oder die numerische Behandlung von Differentialglei-
chungen ist der Typ der Differentialgleichung von Bedeutung.

Definition 3.1. Fine Differentialgleichung (3.1)) heifst

a) elliptisch, wenn die Matriz A entweder positiv oder negativ definit ist,
d.h. entweder nur positive oder nur negative Figenwerte bestitzt,



b) hyperbolisch, wenn die Matrix A einen Eigenwert Ay und Eigen-
werte Mg, ..., A\, besitzt, mit den FEigenschaften, dass die Figenwerte
Ao, ..., Ay das gleiche Vorzeichen besitzen (und ungleich Null sind),
und der Figenwert A1 das entgegengesetzte Vorzeichen hat,

c) parabolisch, wenn ein Eigenwert von A gleich Null ist, und die Matriz
[Ala] den vollen Rang besitzt, also rg(Ala) = n gilt.

Es ist offensichtlich, dass die instationdre Warmeleitungsgleichung parabo-
lisch ist, wahrend die stationdre Warmeleitungsgleichung offensichtlich el-
liptisch ist. Wellengleichungen sind hyperbolisch. Es ist zudem anzumerken,
dass man nicht in jedem Fall einer partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung eine eben beschriebene Klassifikation durchfiithren kann.

Bei Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten A und a ist der Typ
im Allg. auf ortsabhéngig, so dass bei einer Aufgabenstellung Ubergiinge vom
hyperbolischen zum elliptischen Typ etc. vorkommen konnen.

Beispiel 3.2. Die Differentialgleichung
Uy + (Y — 2y + 4u, — 2yu, + (2 +y)u =1

andert ihren Typ in Abhéngigkeit vom Ort, d.h. sie ist elliptisch, fiir x # 0
und y > 2. Fiir z # 0 und y < 22 ist sie hyperbolisch. Die Matrix A ergibt

sich zu )
T 0
A_<0 y—ﬁ)
und der Vektor ¢ ist in diesem Fall
a=1[4 —xyl".

Fiir Differentialgleichung

[wam(i ?)(%)+u1+ﬁ(%>—%:ﬁ_¢

ergibt sich fiir die Eigenwerte von A
)\1’2:2:|: \/1+LE2,

so dass Elliptizitat fiir |z| < 1 vorliegt. Fiir |x| > 1 ist die Gleichung hyper-
bolisch. Fiir |z| = 1 ist die Gleichung parabolisch.



Kapitel 4

Finite-Differenzen zur Lo6sung
partieller
Differentialgleichungen

2. Vor-
Im Folgenden besprechen wir das klassische Finite Differenzen Verfahren lesung
(FDM) zur Lésung von Randwertproblemen. Bei der Finite-Differenzen

Methode ersetzt man Ableitungen in der Differentialgleichung durch Diffe- 920 .05.2017
renzenquotienten. Dies fithrt dann zu einem linearen Gleichungssystem fiir
Naherungswerte uy, an die gesuchten Werte u der Losung in vorgegebenen
Knotenpunkten.

4.1 FDM fir Elliptische Randwertprobleme,

Grundlagen
Zur Illustration betrachten wir das Modelproblem
—Au=f in Q=]0,1["CR", (4.1)
u=0 auf I'=0Q, (4.2)

wobei f eine glatte Funktion sein soll. Mit einem Diskretisierungsparameter
h:=1/N, N € N, wird die Menge aller Gitterpunkte

Q= {(x1,...,2,) ER" | 2y =4yh,...,z, =iyh,i1,...,5, =0,1,..., N}

definiert. Fiir die Menge der inneren Gitterpunkte und der Randgitterpunk-

te ergibt sich
QL,=0nNQ, Thy=0,nT.
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Die verwendete Diskretisierung von €2 ist mit dem konstanten Diskretsie-
rungsparameter dquidistant.
Beim Finiten-Differenzenverfahren sucht man Gitterfunktionen wuy, : €2, — R

als Naherungslosungen des urspriinglichen Problems (4.1)), (4.2]). Dazu be-

trachten wir die Funktionenrdume
Uh:{uh:ﬁh—ﬂR}, U,?:{uhzﬁh%R,uh]ph:O}, Vh:{uh:Qh—HR}.

Zur Approximation der Ableitungen in den partiellen Differentialgleichungen
fithren wir Differenzenquotienten fiir die partiellen Ableitungen nach x; ein:

Definition 4.1. Sei z € R" und ¢/ = (0,...,0,1,0,...,0) € R™ der j-te
kanonische Einheitsvektor und h > 0 ein Diskretisierungsparameter.
ot o ot D . wathe)—u(z)
o Vorwdirtsdifferenzenquotient: D u(x) := “5==3—2%

e Riickwdrtsdifferenzen-Quotient: D u(x) = w

e Zentraler Differenzen-Quotient: Du(z) = §(D;u(x) + D; u(x)) .

Zur Approzimation von uggjmj(a:) nutzen wir den zentralen Differenzenquoti-

enten 2. Ordnung
+ —
D} D;u(z) .

Zur Untersuchung von Konsistenz, Stabilitidt und Konvergenz von Finiten-
Differenzen-Methoden miissen wir die Gitterfunktionsraume mit Normen
ausstatten.

Definition 4.2. Auf U} definieren wir mit

unll§p o= h" D Jun@a)®, un € UY, (4.3)

TR EQY
die diskrete Lo-Norm, mit
lunll s = 0" Y D IIDFwl(en)l®, wn € UY, (4.4)
zp €y J=1
die diskrete H'-Norm, und mit

unloon := max |up(zy)| . up € Uy, (4.5)
TR EN,

die diskrete Maximumnorm. Mit

[[unlloo,r, = Imax [un(zn)|

11



bezeichnet man eine diskrete Randnorm. Mit

(Uhyvh)h = h" Z uh(xh)vh(xh) ,  Up,Vp € U}(L) , (46)

ThLEQY,
wird in UY ein Skalarprodukt definiert.
Offensichtlich gilt

n

[lunl[§ = (unyun)n vund funl[F, = (D un, Dfup) , un € Uy .

j=1
Im Allgemeinen kann man ein Randwertproblem in der Form
Fu=f (4.7)

mit geeignet zu wihlenden Funktionenrdumen U und V', einer Abbildung
F :U — V und f € V beschreiben. Fiir das diskretisierte Problem kann
man analog

F ruUp — fh (48)
mit Gitterfunktionsraumen U, und V},, einer Abbildung F}, : U, — V), und

fn € Vj schreiben. ry, : U — Uy, und r,v bezeichne die Einschrankung von
v €U auf Uy, (z.B. U = C?*(2) und U,, als Raum der Gitterfunktionen).

Definition 4.3. (Konsistenz)
Den Ausdruck

[ Fy(raw) — fullv,

bezeichnet man als Konsistenzfehler beziiglich uw € U. Fine Diskretisierung

von heifit konsistent, wenn
| Fr(rnw) = fullv, = 0 fir h—0
gilt. Wenn fir den Konsistenzfehler
[ Fr(rnu) — fullv, = ORP)  fir h —0
gilt, dann spricht man von der Konsistenzordnung p.

Definition 4.4. (Konvergenz)
Eine Diskretisierungsmethode ist konvergent, wenn

\[rpu — upl||g, =0 fir h—0
gilt, und man spricht von der Konvergenzordnung q, wenn
l|rhu — up||o, = O(hY)  fir h—0
qgilt.

12



Definition 4.5. (Stabilitit)
FEine Diskretisierungsmethode ist stabil, wenn fiir eine Konstante S > 0

llon, — wplv, < S||Frhvn — Frwsllv,  fiir  vp,w, € Uy,

qgilt.

Satz 4.6. Vorausgesetzt das kontinuierliche und das diskrete Problem
(4.8) sind eindeutig l6sbar und die Diskretisierungsmethode ist konsistent und
stabil, dann st die Methode konvergent. Die Konvergenzordnung ist dabei
grofier oder gleich der Konsistenzordnung.

Beweis. Aus der Stabilitat folgt
un = raw v, < S||[Fyhun — Farpully, = S| frn — Farnullv, = ()
und aus der Konsistenz folgt
(x) >0 fur h—0
und damit schliellich
|lun — rhui|ly, =0 fir h—0,
also die Konvergenz. Hat man die Konsistenzordnung p, so folgt
|un — rhuy|lu, = O(RP) fir h—0,

d.h. man hat auch die Konvergenzordnung p. O]

13



4.2 Konsistenz-, Stabilitits- und Konver-
genznachweise

Fiir das Modellproblem (4.1]), (4.2)
—Au=+cu=f in Q=]0,1[", u=0 auf [ =Q\Q

soll im Folgenden ein Finite-Differenzenverfahren konstruiert und auf Kon-
sistenz, Stabilitdt und Konvergenz beziiglich unterschiedlicher Normen un-
tersucht werden.

4.2.1 Stabilitdt und Konvergenz in der L,-Norm

Wir beginnen mit der diskreten Lo-Norm und verwenden die oben erkléarten
Diskretisierungen und Operatoren. Als wichtige Hilfsmittel werden nun einige
Formeln bzw. Ungleichungen gezeigt.

Satz 4.7. (diskrete Greensche Formel)
Fiir alle wy,,v, € UY und 1 < j < n gilt

(D wn, vn)n = —(wp, D vp)n

also st —Dj der adjungierte Operator von D beziglich des Skalarprodukts
(.’ ')h-

Beweis. Mit der Definition von Dj_ erhalt man

(D;wh, Uh)h = h" Z wh(fEh) _ w;(l’h — hej)vh($h>

TpENY

— prt Z (wp () vn(zh) — wi (2, — hed oy (zh))

TR EQ

und wegen wy,(x,) = vp(xy) = 0 auf 'y, gilt weiter

(D wpyv)n = B0 wnlan) (vn(wn) — vn(an + he?))

l’hEQh

o vp(xn) — vp () + he?)
_hzwh(.l‘h)hh Zh

TLEQ

= —(wh, vah)h .

14



Als Folgerung aus dem Satz ergibt sich somit fiir

Lhwh = — Z D;D;rwh

j=1

die Beziehung

(Lpwp, vp)p = Zaj(xh)D;-rwh, Djvh)h fiir alle wy,, vy, € Uy (4.9)
j=1

und weiter

(Lnwn, wp)n =Y Dfwy, Dfwy)y = |[wl[},  fiir alle w,, € Uy . (4.10)
j=1
Es soll nun die diskrete Friedrichssche Ungleichung, die eine Beziechung
zwischen den Normen || - ||o, und || - ||1,n herstellt, bewiesen werden.

Satz 4.8. (Friedrichssche Ungleichung)
Es existiert eine Konstante c, die nur von €2 abhdngt, so dass

llwhllon < c||wpl||lin  fir alle wy, € U,? (4.11)
gilt.

Beweis. Sei zj, € , und j € {1,...,n} beliebig aber fest. Da wy(r3) = 0
auf T';, gilt, gibt es einen Index [ = l(xh) < N —1, so dass

i
lwp (z1)| |Z wp(z, + (1 + 1)he?) — wy(z), + Lhe?))|
1=0

gilt. Mit der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
erhélt man

]
lwn(zn)] <Y wn(zn + (1+ 1)he’) — wy(zy + Lhe!)|
=0

!
= hY_|Djwy(zy + lhe’)|

) [

< RS DA D walan + he?) )2
=0 =0
[
< WNQ D wn(xy + he? )22 .

=0
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Mit h = 1/N erhélt man daraus

o = B> wn(zn))?

R EQR

[Jwn,

]
< Rh"T*N Z Z\D;fwh(:vh—l—lhej)\Q

TR €Ny =0
< WPNZ Y DSwy (g + Lhed )|
TRLEQ
< WYY 1D wnlen + )P =l
7=1 zp€Qy
D.h., die Ungleichung gilt im Falle von © =0, 1[* mit ¢ = 1. O

Nun kann man unter Nutzung der Sétze [4.7] und [4.8] unter gewissen Glatt-
heitsvoraussetzungen an die exakte Losung Stabilitdt und Konvergenz in der
Ly-Norm zeigen. Die im Folgenden vorausgesetzte Losbarkeit der diskretisier-
ten Aufgabenstellungen wird spéter im Zusammenhang mit dem diskreten
Maximum-Prinzip gezeigt.

Satz 4.9. Fiir die Losung von ([£.1)), (4.2) gelte u € C*(Q). Dann existieren
positve Konstanten ¢y, ca, so dass fiir die Losung des diskretiserten Problems

Lyup=fr, inQy, u,=0 aufly, (4.12)
mit fr, = rif die Abschdtzungen
un — rrullon < cillun — raullin < collullca@h®
also Konsistenz, Stabilitiat und Konvergenz in der diskreten Lo-Norm gelten.
Beweis. Sei e, = up — rpu, dann gilt

(Lnen,en)n = (dn,en)n

leicht durch Taylorentwicklungen zeigen kann. Aus der Gleichung (4.10]) und
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

mit ||dp|lon < cal|ullca@)yh® mit einer geeigneten Konstanten cp, was man

||eh|’ih < (Lpen,en)n = (dn,en)n < ||dn

Mit Satz [4.§ erhélt man daraus

o.nllenllon - (4.13)

el < lldnllonllenllin baw. lenllin < lldnllon -
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Die nochmalige Anwendung der Friedrichsschen Ungleichung ergibt mit
[l = rullop < eillun — rpullin < coflullcs@yh®

die Behauptung des Satzes. ]

Bemerkung 4.10. Aus der Gleichung des eben durchgefiithrten Bewei-
ses ergibt sich fiir den Fall der Losbarkeit von die Eindeutigkeit einer
Losung des diskretisierten elliptischen Randwertproblems.

Die diskrete Friedrichssche Ungleichung bedeutet die Stabilitit der

Diskretisierung in der diskreten Lo-Norm.
Die Aussage des Satzes bedeutet Konvergenz sowohl in der diskreten Lo-
als auch in der diskreten H'-Norm.

4.2.2 Stabilitiat und Konvergenz in der Maximumnorm

Im Folgenden wollen wir fiir den Fall eines elliptischen Randwertproblems im
Zweidimensionalen Finite-Differenzenverfahren auf Konvergenz in der Maxi-
munorm untersuchen. Dabei lassen wir auch allgenmeinere Gebiete €2 als das
Einheitsquadrat zu.

Wir wollen eine Richtungs-dquidistante Diskretierung von () erzeugen und
diskretisieren dazu den R? durch

R} = {(21,,2;) | 21 = ih1, 2 = jha, hi,hy >0, i,j € Z} .
Mit
Gl,i = {(1'1,1'2) | T, = ’ihl,ZEQ - R} , GQJ‘ = {(ZEl,fL’Q) | Ty = jhg,l‘l & R}
fiihren wir Gitterlinien ein. Durch

Qh:QﬂRi und Fh:rm(UGl,iUUGZj)

i€Z jez

diskretisieren wir 2 und der Rand I' = 9€2. Damit erhalten wir unterschied-
liche Typen von Knoten/Gitterpunkten, und zwar

e () die Menge der echt inneren Knoten, deren Nachbarknoten in €2
liegen.

e ()} die Menge der randnahen Knoten, bei denen ein Nachbarknoten
auferhalb von € liegt.

e [}, die Menge der Randknoten.
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e O, =QNRZ =0 UQS die Menge der inneren Knoten.

Als Gitter bezeichnen wir €, U T",.
Die Diskretisierung des Laplace-Operators bei einer Richtungs-dquidistanten
Diskretierung von 2 ergibt sich zu

—Lhu = (DIFD; + D;D;)U(Q?L“ QZQJ) (414)
Wir1j — 25+ Wim1j | Wijp1 — 2Ui 5 + Ui

B 7 i 3

wobei wir die Notation
Ui j = u(T14, T2,5)

verwenden. (4.14)) approximiert den Laplace-Operator mit der Ordnung
O(h3 4 h3). Verzichtet man auf die Richtungsiquidistanz und bezeichnet mit
hi den Abstand der Gitterpunktes (1, 2 ;) zum rechten Nachbarn, h; zum

linken Nachbarn usw. dann kann man an randnahen Knoten 2. Ableitungen
durch

82u 2 ’U/(ZL’L,L' + hf, SCQ’J‘) — U(Z,]>) _ui,j — U(Il’i - h;, l’g}j)

s (1, 22) ~ =
0a? hi + h; hT hi

)

(4.15

diskretieren und erhilt einen Approximationsfehler von O(hy) mit hy; =

+ —
%, so dass man an randnahen Knoten den Laplace-Operator im Allg.

nur mit 1. Ordnung approximieren kann.
Definition 4.11. Fir einen Diskretierungsstern mit den Gitterpunkten
(214, 225), (T1i+hi 2ey), (15— hy,225), (X142 +hT), (214,295 — hy)
bezeichnet S(x1,,xs;) die Menge der benachbarten Gitterpunkte, also

S(x) = { Gitterpunkte y # = im Diskretisierungsstern um x} .
Betrachet man die Diskretisierung

DiDiu+ Dy Dyu—cu=f
der elliptischen Differentialgleichung
Au—cu=f ¢>0,

dann ergibt sich mit

au; ; = [botit1,; + byti—1; + bt ji1 + bswij—1] + f (4.16)
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eine Differenzengleichung, wobei fiir die Koeffizienten

. 1 B 1
T (R (B hD)hT
, 1 B 1
o hg)nd T T (hy +hy)hy
a=>b,+by,+0b,+0b,+c (4.17)
gilt. Die Gleichung (4.16)) kann man auch fiir einen Gitterpunkt =z € €, in
der kompakten Form 4. Vor-
lesung
a(z)u(z) = Y blz,y)uly) + f(2) (4.18) am
yeS(a) 08.06.2017
oder

d(z)u(z) = Y bla,y)(u(y) - u(x)) + f(z) (4.19)
yeS(z)
mit
d(z) =a(z) = > blx,y)
y€S(x)

schreiben.

Bemerkung 4.12. Fiir die Koeffizienten des Schemas (4.19) gilt

a(x) >0, blx,y) >0 Vrey,, Vye S(x),
a(x) =1, blz,y) =0 Ve ely.

Nach diesen vorbereitenden Uberlegungen konnen wir ein diskretes Maxi-
mumprinzip formulieren. Es gilt der

Satz 4.13. (diskretes Mazimumprinzip)
Sei u(x) # const. auf Qp UT), und d(xz) > 0 fir alle x € Q. Dann folgt aus

Lyu(z) := d(w)u(z) = Y bla,y)(uly) —u(z)) <0

y€S(z)

(bzw. Lu(z) > 0) auf Qp, dass u(z) den mazimalen positiven (bzw. minimalen
negativen) Wert nicht auf 0, annehmen kann.

Beweis. (Widerspruchsbeweis)
Sei Lpu(x) <0 fiir alle z € ) und

u(z) = jax u(z) >0
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fiir ein x € Q. Fiir z gilt

>0 <0
Lyu(z) = d(@)u(z) — > b(@,y) (uly) — u(z)) > @@ >0,
yes(7) >0 >0

d.h. Lyu(z) = 0. Die Bedingung ist nur mit
d(z)=0 und wu(y) =u(z) firye S(z)

erfiillt. Da wu als nicht konstant auf €2, UT'j, vorausgesetzt wurde, gibt es einen
Punkt z € Q,UI';, mit u(Z) > u(z) und eine Verbindung jeweils benachbarter
Punkte von Z zu z, also eine Punktfolge

j?"Ethv vy Iy T
mit
1 € 8(Z), u(r)=u(r)=max,cq,ur, u(z)
zy € S(z1), u(ze) = u(zy) = u(x)
T € S(Tim—1), W) = U(Tpm—1) = u(Z)
z € S(Ty) w(Z) = u(zy) = u(z) ,
also ein Widerspruch zu u(z) > u(Z). O

Bemerkung 4.14. Die Gleichungen (4.18]) und (4.19) mit den erfiillten Be-

dingungen

a(x) >0, blx,y) >0, d(z)=a(x)-— Z b(z,y) >0 x€Q,
yeS(z)

und d(z) > 0 fiir mindestens einen Punkt (randnaher Punkt) z € Q be-
deuten fiir die Koeffizientenmatrix A des diskretisierten Problems bei der
lexikographischen Nummerierung der Gitterpunkte gerade die Eigenschaft,
irreduzibel diagonal dominant zu sein, was die Regularitit von A bedeu-
tet. AuBlerdem kann man zeigen, dass die Matrix A~! beschrinkt ist, wobei
die Schranke unabhéngig von h ist. Das bedeutet die Losbarkeit des Problems
(4.12)).

Mit dem Maximumprinzip kann man nun ein Reihe von Eigenschaften des
Differenzenverfahrens (4.16|) einfach schlussfolgern.
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Korollar 4.15.
Sei u(x) > 0 fir alle x € Ty, und Lu(x) > 0 auf . Dann ist die Gitterfunk-
tion u nichtnegativ auf Qp U Ty,.

Beweis. Angenommen es existiert ein £ € €, mit w(Z) < 0. Damit nimmt
die Funktion u ein negatives Minimum auf 2, an. Das ist ein Widerspruch
zum Maximumprinzip. 0

Satz 4.16.
Das Problem

Lyu(z) =0, 2 € Qp, u(z)=0, zel},

hat nur die triviale Losung u(x) =0, x € Q, UT},.
Damit folgt: Das Problem

Lyu(z)=f, x € Qn, u(z)=p(x), x €T}y,
ist eindeutig losbar (Fredholmsche Alternative).

Bewezs.

Ubung O]
Satz 4.17. (Vergleichsprinzip)
Seien die Probleme
Lyu(z) = f, x € Qpn, u(z) =p(x), x €Ty, (4.20)
Lyi(z) = f, v €y, u(x)=p(x), v €Ty, (4.21)
mit | f(z)| < f(x), © € Qp und |u(x)| < fi(x), x € Ty, gegeben.

Dann gilt
lu(z)| < a(zx), fir alle xz € Qp, UT},.

Beweis.
Die Aussage ergibt sich durch die Anwendung des Maximumprinzips fiir
w(z) = u(x) — |u(zx)]. O

Korollar 4.18.
Fiir die Losung des Problems

Lyu(z)=f, x € Qn, u(z)=p(x), xel}, (4.22)
mit d(x) =0, x € Qy, (das ist der Fall, wenn ¢ = 0 ist) gilt
ulloo.n < [ptlloo.ry, -

21



Bewezs.

Mit fi(z) = ||p||lsor, = const. und f(x) = 0, = € Q ist offensichtlich
u(z) = ||pt]|oor, eine Losung von (4.21)) und aus dem Vergleichsprinzip [4.17]
folgt die Aussage. ]

Korollar 4.19.
Fiir die Losung des Problems

Lyu(z)=f, x € Qpn, u(z)=0, z €Ty, (4.23)

mit d(x) >0, x € Q, gilt

[[lloon < max \ééi))! :

Beweis.
Fiir die Funktionen

flx) :=1f(2)| > f(z), 2 € Y, und a(z) = p(z) =0, z €Ty,
betrachten wir das Problem
Lyu(z) = f(z), v € Qp, u(z) =0, z €Ty,

dessen Losung aufgrund von Folgerung [4.15| nichtnegativ ist, also u(x) >
0, x € Q,UTY,.
Sei z der Punkt mit @(Z) = ||t||oc,n- In T gilt

d( )U(l") Z bz y) (@ly) — ul@)) = (@)

yeS(T > <0
et @I, )
T T
T) < < .
Ur) S ToEy S M
Aus dem Vergleichsprinzip folgt die Behauptung. O
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Als Hilfsresultat fiir den Konvergenzbeweis des Finite-Differenzenverfahrens
mit den Diskretisierungen im Inneren und und einer entspre-
chenden Diskretisierung fiir die 2. partielle Ableitung nach z am Rand
bend6tigt man

Korollar 4.20.

Fiir innere Gitterpunkte x € 5, gelte d(z) = f(x) = 0 und fiir randnahe
Punkte x € Q; gelte d(x) > 0. Auf dem Rand Ty, gelte p(z) = 0.

Fiir die Losung von

Lyu(z) = f(x), x € Qp, u(x)=0, z €y,

gilt dann

Hu(w)”oo,h < max{(), max M

€; d(x) b

Beweis. B
Man setzt f(x) = |f(z)| in @, und f(z) = 0 auf I',. Dann ist nach dem
diskreten Maximum-Prinzip die Losung @(z) von

Lyu(x) = f(z), 2 € Qy, u(x)=0, €Ty,

&I

nichtnegativ auf €),. Damit findet man einen Gitterpunkt Z mit u(z) =
s )

Falls € €2} ein randnaher Punkt ist, setzt man z = .

Im anderen Fall € €} findet man wie im Beweis des diskreten Maximum-
Prinzips

u(z) =u(y) firye S(z).

Ebenso findet man einen "Weg” Z,x1,..., &y, T mit x; € Q) (inneren Git-
terpunkten) von Z zu einem Punkt Z € Q, so dass letztendlich

() = a(zr) = -+ = ulwm) = 6(T) = [[@]]oon
gilt. Damit ergibt sich unter Nutzung von Satz und Satz mit
|/ ()]

< 1 = u(x < —=< TN
lulloos < 1[locp = 0(d) < =5 < max{0, mae =775

die Aussage des Satzes. H

Zum Abschluss wird die zentrale Konvergenzaussage formuliert.
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Satz 4.21.
Unter der Voraussetzung, dass die kontinuierliche Losung u des Problems

—Au=f, inQ, u=upu aufl,

4-mal stetig partiell differenzierbar ist konvergiert die Losung des Problems
(14.23))
LhUh = fh7 in Qha Up, = [, an Fh ) (424)
gegen u, d.h. es gilt
Huh — rhuHoo,h S th
mit einer von h unabhdingigen Konstante K > 0, wobei das Gebiet € als
zusammenhdngend vorausgesetzt wird.

5. Vor-

Beweis. Die Idee des Beweises nach Samarskij besteht darin, die Losung lesung

von (4.24) durch am
15.06.2017
up(x) = up(x) + ug(x)

mit
Lyuy = f, in Qp, uilr, =0, Lpus =0, in Qp, uslr, = u,
aufzuspalten. Mit dem Satz hat man fiir u, die Abschétzung

[lualloon < [ltlloor, -

uy, wird nun nochmal zerlegt in

ui(r) = ui(e) +ui(e),

mit
Lyui = f°, in Qp, ui|r, =0, Lyui = f*, in Q, ujlr, =0,
und
f(x) = f(z) + f* ()
mit

o J fla), zey sy 0, r e Qf,
f(x)_{o weﬂg’ f(@_{f(x), xegg

uj und uj werden nun separat abgeschétzt. Zur Abschéitzung von uj soll das
Vergleichsprinzip [4.17] angewandt werden und dazu wird die Funktion

= ofd* — 23 — 13)
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mit « > 0 und d > |z| = y/2? + 23 fiir alle 2 € Q, eingefiihrt. Fiir innere
Punkte x € Qf ergibt sich mit der Diskretisierung (|4.14))

Lyu(z) = - = —da =: f(z),
und fiir randnahe Punkte x € 2 erhilt man mit der Diskretisierung (4.15))

etc.
Lya(x) = -+ = —a[(hf +hy)/ha + (h3 + h3)/ho] =: f() ,
und damit eine Vergleichsaufgabe

Lyu(x) = f(z), in Q, 4(z) = a(d® — 23 — 23), auf I, ,

mit der Losung @(x). Wegen d > |z| = /2% + 23 gilt @(x) > 0 auf T,. Fiir
0= 1|l gl

und damit nach Satz 417

i d?
5] loon < Nl |oon < ad® = Z||f°||oo7szh :

Fiir z € Qf # () iiberlegt man sich, dass aufgrund der Randbedingung ui|r, =
0

d(r) = a(x) — Z b(z,y) = Z b(x,y) = 72

yeg(iﬁ) yeg(x)vyerh

mit h = max{hy, hy} gilt. Mit dem Satz folgt die Abschitzung

163 llocn < 2117l -

Damit erhalten wir insgesamt die Abschétzung

d? -
unlloon < |11]|oo,r, + Z||f||oo,ﬂ;1 + B2 floo2; - (4.25)

Die gewonnene Abschitzung bedeutet gerade die Stabilitédt des FD-Schemas
in der diskreten Maximum-Norm beziigl. der Randbedingungen und der rech-
ten Seite. Mit der Glattheitsvoraussetzung an die kontinuierliche Lésung und
der damit verbundenen Konsistenzordnung im Inneren (O(h?)) und am Rand
(O(RP), B > 1), also fiir e, = uy, — rpu

Lheh = O(hQ) X in QZ X

Lheh = O(hﬂ) y in QZ y

e, = 0, aufly,

folgt die Konvergenzaussage des Satzes. ]
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4.2.3 Approximation von gemischten zweiten Ablei-
tungen und allgemeineren Randbedingungen

Approximation von gemischten zweiten Ableitungen

Im Allg. kann man eine elliptische Differentialgleichung im R? in der Form
—[a11Uzs + 2a19Usy + Q22| + b1ty + bouy, + cu = f

aufschreiben, wobei A = (a;;) eine symmetrische und positiv definite Matrix
ist. Die gemischten zweiten Ableitungen konnte man durch die Diagonalisie-
rung von A, also eine Hauptachsentransformation beseitigen. Allerdings kann
man sie auch durch Differenzenquotienten approximieren. Man muss dann al-
lerdings den Differenzenstern vergroflern, man braucht insgesamt 9 Punkte.
Wenn die Standard-Diskretisierung von —A (durch den 5-Punkt-Stern) mit
der Matrix

0 -1 0
-1 4 -1
0 -1 0

beschreibt, dann kénnte man die Diskretisierung der zweiten gemischten Ab-

. 2
leitung aé;; gy

1 wu(r+hy+h) —u—hy+h) u@+hy—h)—ul@—hy-—h)

[

]

Q_FLQ 2h1 2h1
durch die Matrix
-1 0 1
0 0 0
1 0 -1

beschreiben. Eine solche FD-Approximation ist von zweiter Ordnung, aller-
dings gibt es ein Problem. Denn das Differenzenschema fithrt dazu, dass die
insgesamt resultierende Koeffizientenmatrix keine M-Matrix mehr ist. Um
eine M-Matrix zu erhalten und auch um das diskrete Maximumprinzip an-
wenden zu konnen, kénnte man den gesamten Differentialoperator

- (allum -+ 2(11271,1?; -+ agzuyy> (426)
z.B. durch
a9 —(ag — |aiz|) —af
ﬁ —(an - |CL12|) 2(6L11 + a9 — \a12|) —(an - |a12|)
—af, —(agy — |asz]) a9
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mit a, = max{a;2, 0} und aj, = min{a;, 0} bei einer fiquidistanten Diskreti-
sierung von () approximieren. Eine kanonische Diskretisierung des Operators
(4.26)) erh&lt man auch durch

2 2

mit dem Differenzenstern

1 a12 —(a22 — a12) 0
ﬁ —(an - CL12) 2(Cln + ago — a12) —(@11 - a12)
0 —(ag2 — ai2) a2

als Ergebnis.
Die Terme niederer Ordnung byu, + bou, — cu kann man mit der Ordnung 2

durch

1 0 by O
— —b1 —2he b1
b\ 0 b, 0

approximieren.
Diese Diskretisierung fiihrt unter der Voraussetzung

h
a;; > |aia| + E‘bz| , 1=1,2,

auf eine M-Matrix und die numerische Losung konvergiert mit der Ordnung
2 gegen die kontinuierliche exakte Losung u € C*(Q).

Approximation von allgemeineren Randbedingungen

Um z.B. die Vorgabe von Warmefliissen am Rand oder den Einfluss der
Umgebungstemperatur in der Wérmebilanz eines Korpers beriicksichtigen
zu konnen, werden neben Dirichlet-Randbedingungen u = p auf einem Teil
['; des Randes I' auch Randbedingungen der Form

u

ov

auf I',, betrachtet. v ist dabei der dulere Normalenvektor, so dass man statt

(1:27) auch

+au=g (4.27)

gradu-v+au=g

schreiben kann. Auf achsenparallelen Randstiicken, z.B. auf einem Rand par-
allel zur y-Achse gilt grad u-v = :I:g—”; und man kann die Ableitung durch Dfu
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approximieren. Auf gekriimmten Rdndern muss man durch eine geeignete In-
terpolation die Richtungsableitung in r-Richtung durch eine entsprechende
Wichtung der partiellen Ableitungen approximieren. Die Abbildung zeigt ein
gekriimmtes Randstiick. Zur Approximation von % bestimmt man am Punkt

P’ einen Wert u(P’) durch Interpolation unter Nutzung der Werte u(P;) und
u(Py), so dass

du _u(P)—u(P)
ov  |PP
mit |PP’| als Abstand der Punktes P’ vom Randpunkt P.

Abbildung 4.1: gekriimmter Rand mit duflerer Normalen v

4.2.4 Entdimensionierung von partiellen Differential-
gleichungen der mathematischen Physik

Dieses Thema bedeutet einen Einschub in die Thematik ” Diskretiserung und
numerische Losungsverfahren” weil man bei der konkreten Behandlung von
Anwendungsaufgaben mit echten physikalischen grofien wie Geschwindigkeit,
Temperatur, Zeit, konkreten raumlichen Abmessungen usw. zu tun hat.

Allerdings empfiehlt es sich, Groflen geeignet zu skalieren oder auf charakte-
ristische Groflen zu beziehen, d.h. sie zu ”entdimensionieren”. Damit erreicht
man auch, dass die dann dimensionslosen Gréflen bei der evtl. erforderlichen
numerischen Untersuchung nicht sehr grofl oder sehr klein werden, sondern
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in einem Bereich liegen, der z.B. auf Computern genau abgebildet werden
kann.

Wir wollen dies am Beispiel der Navier-Stokes-Gleichung demonstrieren. Die
Navier-Stokes-Gleichung (Impulsbilanz eines inkompressiblen Mediums) lau-

tet
ov

p[a— +(V-V)V]=-VP+nAV + F, (4.28)
wobei V' eine dimensionsbehaftete Geschwindigkeit ([V] = =) ist, und 7
eine Zeit, gemessen in Sekunden ist. p ist die Dichte ([p] = % und 7 ist
die dynamische Viskositét ([n] = %) und F' ist eine éiuﬁere Volumenkratft,
d.h. [F] = 2 . Die rdumlichen partiellen Ableitungen 5% beim Gradienten

oder Laplace—Operator haben die physikalische Dlmensmn % und die zeitli-

che parielle Ableitung % hat die Dimension % Entscheidend fiir die geeignete
Dimensionierung oder Entdimensionierung sind charakteristische Gréflen des
jeweiligen Problems, hier sind dies eine charakteristische bzw. typische Ge-
schwindigkeit Uy und eine charakteristische Lange L, z.B.

Up=202 . Loy=2m.
S

Wenn wir nun die dimensionslosen Geschwindikeiten und Lingen mit

% X
U’ ' Ly

v =

und die mit Uy und Ly gebildete dimensionslose Zeit

einfithren, dann ergibts sich aus (4.28) und dem Ausklammern der Dimensi-

onskonstanten

U2 ov Uo
~or” . — P A F
pLO[at+(v V)U] LOV +T]L2 U+
und nach Division
ov nLO L
— =———VP+ —Av+—7=F 4.29
5 + (v-V)v pU2V + — T +— 02 (4.29)
Wenn wir noch die Groflen
1 L
p=—mP, [=-%



als dimensionslosen Druck bzw. dimensionslose Volumenkraft einfithren, so-
wie mit
_ P _ Yo
nLo vl
die Reynoldszahl als dimensionslose Kennzahl einfithren (v = 1 ist die kine-

matische Viskositdt), dann erhélt man schliellich die dimensionslose Navier-
Stokes-Gleichung

Re

% +((v-V)v=-Vp+ éAv +f. (4.30)
Dabei sind V und A hier im Sinne von dimensionslosen Ableitungen a% zZu
verstehen.

Die Reynoldszahl gibt bei Stromungsproblemen Auskunft iiber das Verhéltnis
von viskosen Gliedern zu den nichtlinearen Beschleunigungsgliedern. Kurz ge-
sagt bedeuten grofle Reynoldszahlen, dass es sich um turbulente Stromungen
handelt, wihrend bei laminaren Stromungen kleine Reynoldsdzahlen auftre-
ten.

4.3 Finite-Differenzen-Verfahren fiir parabo-

lische Differentialgleichungen
6. Vor-

Im Folgenden wird die numerische Losung von Rand-Anfangswert-Problemen lesung

mit Finite-Differenzen-Verfahren diskutiert. Dabei wird die Pipeline "Kon- 4,
sistenz-Stabilitdt-Konvergenz” fiir ein réumlich eindimensionales Problem 99 0g.2017
vollstandig dargestellt. Desweiteren wird auf mehrdimensionale Aufgaben

und auf die gebrauchlichsten Stabilitdtskonzepte eingegangen.

4.3.1 FD-Schemen fiir eindimensionale Rand-Anfangs-
wertprobleme

Als Modellproblem betrachten wir das rdumlich eindimensionale Rand-
Anfangswertproblem

2
Oty = P ) cu(wt) = ft), 2 €0 AL0<t<T

ot Ox?
uw(0,t) = gu1(t), u(l,t) =ga(t), 0<t<T, (4.31)
u(z,0) =up(x), x€)0,1].

Gesucht ist eine diskrete Losung, d.h. eine Gitterfunktion uy, ,

Up,r Qh,'r — R )
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wobel

OQnr = {(zs,t")|z; =ih, t* =kr,i=0,...,N, k=0,..., M},
h=1/N, r=1/M, NJM €N,

eine Diskretisierung des Raum-Zeit-Zylinders Q = [0, 1] x [0, T ist. Die Werte
der Gitterfunktion am Punkt (z;,t*) bezeichnet man mit uf. Wenn man zur
Approximation der Zeitableitung

k+1 k

4o k. i i
D/ u; =
-

einfiihrt, diskretisieren wir das parabolische Problem durch

Dfuf =
o(D™D Ut — ey Y L (1 — o) (DT D) — cuf + fF), (4.32)
i=1,... . N-1,k=0,... M—1
mit einem freien Parameter o € [0, 1], und den diskreten Anfangs- und Rand-
bedingungen
up = u(wi) ,  ug = gi(t"), uly = ga(t*) . (4.33)

1% sei dabei eine geeignete Approximation von f(x;,t*). Mit der Wahl von

o legt man das konkrete Differenzen-Schema fest. Exemplarisch seien die
folgenden in der Praxis oft genutzten Schemen genannt:

e Das explizite Euler-Schema fiir ¢ = 0
w = (1= 2y = ro)uf +y(uiy + ufy) + T () (4.34)

e Das implizite Euler-Schema fiir o = 1
(1+ 2y + re)u ™ — y(ul T} + ufj:ll) = uf 7 f(, tFTY) (4.35)

e Das Crank-Nicolson-Verfahren fiir o = %

)

= 2(1—y— 7)) + ’Y(Ufﬂ +ul )+ T(f(z, t7) + fla + )

20y + 1+ re)ul ™ — y(uftl + ufjfll) (4.36)

Dabei wurde die Notation v = 75 verwendet. Zur Konsistenz des Differenzen-

Schemas (4.32)), (4.33)) notieren wir den folgenden
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Satz 4.22.
Das Differenzen-Schema (4.32), (4.33) hat die folgende Konsistenzordnung

in der Maximum-Norm:

(a) O(h? + 1) fiir alle o € [0,1] und fF = f(x;,t*) vorausgesetzt u € C*+*(Q)
(b) O(h? + 72) fir o = & und fF = f(x;,t* + ) vorausgesetzt u € C*3(Q) ,
wobei CY™(Q) der Raum der l-mal nach x und m-mal nach t stetig differen-

zierbaren Funktionen auf Q bezeichnet.
Beweis. Ubung [

Um Konvergenzaussagen zu formulieren bendtigt man einen Stabi-
litdtsbegriff. Zur Erarbeitung eines geeigneten Stabilitéatsbegriffs gehen wir
von homogenen Randbedingungen aus (keine wirkliche Einschrinkung der
Allgemeinheit). Das Schema schreibt man dazu in der Form

—oyuftt + (207 + 1+ To)uf ! — oqulfl = FF
mit
k_ k k k k
Fr=0-o)wi,+(1-21-0)y—7o)ui + (1 —o0)yuiy, +7f;
auf. Wegen

(207 + 14 7¢) > 207y <> |a;| > Z lai;| ,
j=Li#i
also der strikten Diagonaldominanz erhéalt man
max || < —— max|F¥| < max |F¥]
i 14+7¢c i
Mit o € [0,1] und unter der Voraussetzung 1 — 2(1 — o)y — 7¢ > 0 erhélt
man

max [Ff| < [(1—0)y+(1-2(1—0)y—7¢)+ (1 - o)yl max|u;
+7 max | fF|
= |1 — 7e| max |uf| + 7 max | fF| , also

k‘+1’ S

max |u} max |F'| < max |uf| + 7 max | fF] .
KA 3 3 3

Unter der Voraussetzung |1 — 7¢| < 1 erhélt man durch die sukzessive An-
wendung der Ungleichung

k
max max [uf ™| < max |ug(z)| 4+ 7 E max | f7] . (4.37)
ko —
]:

Die durchgefiithrten Uberlegungen rechtfertigen die
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Definition 4.23. (Stabilitit in der Mazimumnorm)
Ein Differenzen-Schema zur Losung der Anfangs-Randwertaufgabe [4.3]]
heifst stabil in der Mazimum-Norm, wenn die Ungleichung gilt.

Damit stellt man fest, dass das Schema [4.32] stabil ist, wenn die Bedingung

1—2(1—a)y—rc20<:>(1—a)%+%31 (4.38)
erfiillt ist. Zur Konvergenz der Losung uf gegen die exakte Losung kann man
nun folgende Aussage formulieren.

Satz 4.24. (Konvergenz des Diﬁer@nzen-Schemas
Sei fF = f(x;, t*) fiir alle i, k. Es wird

T TC
(1=0)i5+5 <1

und u € C*%(Q) vorausgesetzt. Dann existiert eine Konstante C' > 0 mit

max Ju(z;, t*) — uf| < C(R* + 7).

Gilt dariberhinaus 0 = 1 und v € C**(Q) sowie fF = f(z;,t" + 1), dann
qilt

m%X\u(xi,tk) —uf| <O+ 77).
Der Beweis des Satzes [4.24] ergibt sich unmittelbar unter Nutzung der
Konsistenz- und Stabilitéitseigenschaft des Schema [4.32]

Bemerkung 4.25.

Fiir die Stabilitdt und Konvergenz des Differenzen-Schemas in der Maximum-
Norm musste die Bedingung {4.38| erfiillt werden, d.h. auch im Falle des im-
pliziten Eulerverfahrens o = 1) und des Crank-Nicolson-Verfahrens (o = 3)
hat man keine unbedingte Stabilitét.

Anders ist es im Falle der Lo-Stabilitdt. Man kann dann fiir das Modellbei-

spiel zeigen, dass
k
1" o < 1o+ K D11 llon
§=0

gilt, d.h. es liegt Stabilitdt beziigl. der Anfangsbedingung und der rechten

Seite vor (fiir den Fall homogener Randbedingungen). Dabei erhilt man un-
bedingte Stabilitét fiir die Félle 0 = 1 (impl. Eulerverfahren) und o = 1

(Crank-Nicolson-Verfahren). Fiir das expl. Eulerverfahren (o = 0) muss man
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allerdings die Stabilitéits-Bedingung 5 < 3 erfiillen.

Daraus ergeben sich auch entsprechende Konvergenzaussagen in der diskre-
ten Lo-Norm. Die Ergebnisse in der Lo-Norm erfordern zwar weniger harte
Bedingungen an die Diskretisierung, bedeuten aber nur Aussagen ”im qua-
dratischen Mittel”, d.h. Konvergenz in der diskreten Lo-Norm schlief3t grofie
punktuelle Unterschiede zwischen der exakten Losung v und der numerischen
Losung u? nicht aus, was fiir viele praktischen Aufgabenstellungen nicht ak-
zeptabel ist.

4.3.2 Von Neumann-Stabilititsanalyse

J. v. Neumann hat die Auswirkungen von harmonischen Anfangsstérungen
bei der numerischen Losung zeitabhingiger Differentialgleichungen unter-
sucht. Die Technik wird auch formale Fourier-Stabiltidtsanalyse oder
von Neumann-Stabilitidtsanalyse genannt.

Man betrachtet die Entwicklung einer Anfangsstérung in eine Fourierreihe

u;) — E :‘/loelwljh
l

zum Beispiel bei einem expliziten Verfahren fiir die Losung einer eindimen-
sionalen Warmeleitungsgleichung

+,k _ pEp—.k
Djult = Df Dy ut

\]

k+1 _ k

u;jm = (1— 27)“? + (Ui + U?—l) 0= (4.39)

n2

wobei man der Einfachheit halber von periodischen Randbedingungen aus-
geht und untersucht die zeitliche Entwicklung der Anfangsstérung. Wegen
der Linearitdt von reicht es die zeitliche Entwicklung der einzelnen
Summanden

‘/Ekeiwljh oder Vkeiwjh

mit V' als einem von der Wellenldnge w abhéngigen Verstarkungsfaktor zu
untersuchen. Es interessiert also die Entwicklung des Summanden

Vhelwil (4.40)

fiir wachsendes k. Von Stabilitdat spricht man, wenn die Stérung nicht explo-
diert, d.h. wenn |V| <1 ist.
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Setzt man ([4.40) in (4.39)) ein, dann findet man nach Division durch V*eiwih
V — 1 _ 2,7 + 2,y(€iwh + e—iwh)
= 1—2vy+ 2vycos(wh) (4.41)
h
= 1 — 4ysin? % d.h.

h h
< ] —1< —dysin? 2 <1 e ysin2 2 <
V 1 1 < —4y 22 v 5

DN | —

ist.

N[ =

Damit liegt Stabilitdt vor, wenn v = 75 <
Fiir das vollstandig implizite Schema

k+1 _ k k+1 | k+l o K+l
wy T =g (g Ty = 2u)

erhélt man nach dem Einsetzen von (4.40) und nach einer kurzen Rechnung
V =1+ Vy(2cos(wh) —2)
bzw.
. qwh
V(1 —~(2cos(wh) —2)) = V(1 + y4sin 7) =1

und damit 1

1+ y4sin?<
d.h. das implizite Schema ist unbedingt stabil.
Die von Neumann-Stabilitdtsanalyse wird auch bei hyperbolischen Proble-
men zur Bewertung von Differenzenschemata benutzt. Auflerdem ist die von
Neumann-Stabilitdtsanalyse nicht auf den rdumlich eindimensionalen Fall
beschrankt. Hat man es mit 2 oder 3 Raumdimensionen zu tun, dann muss
man z.B. im zweidimensionalen Fall von einer Entwicklung der numerischen

Lésung ufy, = up(vj, Yx, tn) in der Form
uly = Vit ik (4.42)

ausgehen, wobei 6 und x die Wellenldngen in z- bzw. y-Richtung sind, und
V ein von # und x abhéngiger Verstarkungsfaktor ist.

Bemerkung 4.26. Obwohl die von Neumann-Stabilitdtsanalyse nur fiir
lineare Probleme giiltig ist, wird sie auch oft auf nichtlineare Probleme ange-
wandt. Das gleiche gilt fiir nicht-periodische Randbedingunen und oft reicht
die lokale Analyse im Innern aus, um notwendige Bedingungen fiir die Sta-
bilitdt zu erhalten oder Instabilitit zu zeigen.

Probleme treten bei sehr kleinen und sehr grofen Wellenléngen % =m0~
0) auf. Bei kleinen Wellenldngen ”hilft” eine Ddmpfung durch die Einfiihrung
einer kiinstlichen Viskositét, um Verfahren zu stabilisieren.
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4.3.3 Parabolische Probleme in hoheren Dimensionen

Die Ergebnisse bei der Diskretisierung mit Finiten Differenzen raumlich ein-
dimensionaler zeitabhédngiger Probleme kann man auf héhere Raumdimen-
sionen iibertragen. Fiir das Problem

@—AU—f in  Qx]0,T],

ot
u=0 auf I'x]0,T], (4.43)
u(t,0) = uolt) W 9,

mit Q C R? kann man das Differenzenschema

Dfuf; — [D; DY + D, DF((1 — o)uy; + aukH) = fF (0 €[0,1]), (4.44)

v

bzw.
(E = 70[D, D} + D, D}))uli™ = (E + 7(1 — 0)[D; D} + D, D} )uj; + 7f]

formulieren (uf; steht fiir den Wert u(z;, y;, t") einer Gitterfunktion). Fiir o >
0 bedeutet (4.44) unter Hinzunahme der Randbedingungen pro Zeitschritt die
Losung eines linearen Gleichungssystems mit eine strikt diagonal dominanten
Matrix A = (E — 70Ay), die auch L- und M-Matrix ist, wobei

— [D-D+ -+
Apu=[D,D; + D, D,u

gilt. Die Matrix A ist schwach besetzt und hat bei geeigneter Nummerierung
5 Nichtnull-Diagonalen. Die folgende Rechnung

E—710N, = E—70(D;D}+ D,D)
_ -t -+ 2 21—+ -t
= (E—-710D,D;)(E—710D,D;)—70"D,D; D, D,
bedeutet, dass
(E—710D; D})(E — 10D, D) )uii = (E+7(1—0)Ap)ul; + 7f5 (4.45)

eine konsistente Finite-Differenzen-Approximation der Gleichung (4.43)) ist.
Die Gleichung (4.45) kann man wie folgt

(E—1D;DHu? = (BE+7(1— o)Ayl +7fk (4.46)

(E— 7D, D yult = 2 (4.47)

ij

in zwei Schritten losen, wobei jeweils tridiagonale Gleichungssysteme zu
l16sen sind. Die Methodik wird ADI-Verfahren, fractional-step method oder
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Zwischenschritt-Methode genannt. ADI steht dabei fiir alternating direc-
tion implicit.

Wie im rdumlich eindimensionale Fall kann man fiir das Differenzen-Schema
unter bestimmten Glattheitsannahmen der exakten Losung des Pro-
blems die Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz in der Maximum- und
Lo-Norm zeigen, wobei beim expliziten Fall (¢ = 0) Bedingungen zwischen
zeitlichen und rdumlichen Diskretisierungsparametern (7, Az = h, A, = k)
zu beriicksichtigen sind.
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Kapitel 5

Finite-Volumen-Methode

Bei der Finiten-Differenzen-Methode wurden die Ableitungen in der jewei-
ligen partiellen Differentialgleichung durch Differenzenquotienten approxi-
miert und im Falle der Konsistenz und Stabilitdt konnten Konvergenzaus-
sagen gemacht werden. Bei der Finite-Volumen-Methode bilanziert man die
Differentialgleichung iiber das Gebiet €2 ihrer Giiltigkeit bzw. iiber lokale Bi-
lanzbereiche €2;, in die €2 unterteilt wird. Auf der Grundlage des Gauflschen
Integralsatzes erhélt man durch die Gesamtflussbilanz {iber den jeweiligen
Rand der lokalen Bilanzbereiche €2; letztendlich Gleichungen zur Berechnung
von Naherungslosungen an bestimmten Stiitzpunkten in €2;. Das soll im Fol-
genden prézisiert werden.

X

Abbildung 5.1: Voronoi-Box im R?
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5.1 Grundlagen der FV-Methode und Defini-
tion
Zur Erlauterung der FVM betrachetn wir das elliptische Modellproblem
—Au=fin Q, wu=g auf ' =00, (5.1)

wobei 2 C R"™ als beschréinktes polygonales Gebiet angenommen wird. In €2
und auf I' seien die Stiitzpunkte

z,€Q,i=1,...,N und x,€l,i=N+1,..., M
gegeben und mit
J:={1,....,N}, J:=JU{N+1,...,M}
seien die entsprechenden Indexmengen bezeichnet. Mit Hilfe von
By={zeQlle—ul<le—gl}, Ji=7I\{i}

definiert man mit

Q; = ﬂ Bij (5.2)

JE€J;
die Voronoi-Box (2;. In Abb. ist eine solche Voronoi-Box skizziert. Es

wird eine Stiitzpunktwahl vorausgesetzt, so dass p, 1(Q;NT) =0fa. i€ J
gilt (s ist das Lebesgue-Ma$ im R*). Durch

Ni ={j € Ji | pna(Q; N Q) > 0}

ist die Index-Menge der mafigeblichen Nachbarpunkte von x; bezeichnet.
Durch -

wird die gemeinsame ”Kante” der benachbarten Voronoi-Boxen 2; und £2;
bezeichnet und
Ii=|Jr,. i€l
JEN;
ergibt den Rand von §2;. Unter der Voraussetzung der eindeutigen Losbarkeit
von mit der Losung w gilt auch die Bilanz

Qi Qi
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Mit dem Gauflschen Integralsatz folgt fiir die Losung v auch

ou
— . o, ij /fdQ bzw.
—Z/ dTy; = /fsz, iel, (5.3)
oni;

wobei % Fliisse sind und n; bzw. n;; die &uleren Normalen auf I'; bzw. I';;
bezeichnen.
Der Schnittpunkt der Verbindungsstrecke der Punkte x; und z;, bezeichnet

durch [z;, z;], mit I';; wird z;; genannt. Mit dem Normalenvektor n;; = é? :iq
J i

erhalt man durch

D, )~ uw)

|7j — il
eine kanonische Approximation zweiter Ordnung (es handelt sich um einen
zentralen Differenzenquotienten) des Flusses durch I';;. Darauf basierend
erhélt man mit

durch
N By )= [ fdQy, el (5.4)
' d; o8
JEN;
eine Approximation von ([5.3]). Mit den Randbedingungen
u; = g(x;), i€J\J, (5.5)

erhélt man letztlich ein lineares Gleichungssystem

Apup = fp (5.6)

zur Berechnung der Niherungslosung uy, = (u;)ie; € RY, fiir u(x;), i € J.
Ap, = (a;;) und fj, = (f;) ergeben sich aus (5.4)) zu

ai; = _mi eNmJ d fi= fdQ+Zm”
i — di; j un i l 33'1 .
0 sonst leN\J d

Bemerkung 5.1. Fiir den Fall von rechteckigen Voronoi-Boxen (2; gleicher
Grofle evtl. eines Rechteckgebietes 0 € R? bedeutet bzw. mit
Ausnahme der Behandlung der rechten Seiten f; ein klassisches FD-Schema,
dass man aus erhélt, indem man mit dem reziproken Flédcheninhalt ﬁ
der Boxen ; (h Breite, k Hohe) durchmultipliziert.
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5.2 Existenz und Eindeutigkeit der FVM-
Losung

Das lineare Gleichungssystem (5.6) hat eine Koeffizientenmatrix A, = (a;;),
die irreduzibel diagonal dominant ist, und damit ist die Existenz einer ein-
deutigen FVM-Losung gesichert.

5.3 Konsistenz und Konvergenz der FV-
Methode

Die Konsistenz- und Konvergenzuntersuchungen werden in der Maximum-
norm durchgefiithrt. Grundlage ist dabei wie im Fall der FD-Methoden ein
diskretes Maximumprinzip. Im Folgenden werden die entscheidenden Mittel
zu den Nachweisen dargestellt.

Satz 5.2. (diskretes Mazimumprinzip)
Das Problem (5.6) geniigt dem diskreten Mazimumprinzip, d.h. es gilt

Yjen, ar(uj —u;) <0, i€,
u; <0, ieJ\J

}:>u1§0, 1€ J.

Beweis. Sei k € J ein Index mit
up >, fiir alle j € J . (5.7)

Annahme: u; > 0. Dann muss k£ € J wegen der vorausgesetzten diskreten
Randbedingung u; < 0 ,i € J \ J gelten. Weiterhin gibt es eine Kette von
miteinander verbundenen Voronoi-Boxen €2; bis zum Rand I' mit u; < 0 und
man findet in dieser Folge auf jeden Fall einen Index k& und einen Nachbarn
[ € N, so dass ug > wu; gilt. Wegen folgt dann

E Mhj up > —u <= — E mkﬂ ) >0
dy; ’ dk ’
jENy, kI JENG JEN, ki

was der Voraussetzung des Satzes widerspricht, d.h. unsere Annahme u; > 0
trifft nicht zu, was den Beweis abschlieft. O

Die Aussage des Satzes wird im Folgenden benutzt, um durch eine geeig-
nete Vergleichsfunktion eine Konsistenzaussage fiir das FV-Verfahren (5.6)
nachzuweisen. Dazu dient das folgende Lemma.
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Lemma 5.3.
Sei v : RN — R mit Parametern o, B € R durch

v(@) = =S |ef + 8

definiert (| - | ist hierbei die Euklidische Norm im RN, N = card(J)). Dann
qilt
mg;

(v(zj) —v(zy)) :Na/‘in, ieJ.

JEN; R Qi

Beweis. Fiir den Gradienten und den Laplace-Operator findet man fiir v

Vv=—-ar und —Av=Na firallezeR". (5.8)

Mit dem Satz von Gauf folgt weiter

= ﬁdrij:—/ Adei:Noz/ ey, ieJ. (5.9)
’ onij Q; Q;

jen; VT
Fiir eine quadratische Funktion ¢ gilt

o) —ql@) _ o+
AT

also auch () () 5
_U\y) v\ v A
d = anij (xw) Vv(xw) M5

ij

da z;; der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von x; nach x; der Lénge d;;
ist. Mit (5.8) und der Orthogonalitidt von n;; und I';; gilt dann

ov
= ar-n;=— (x) fiir allez € T'y; .
J anij J
Damit erhélt man
my; ov
- () —v(z:) = =Y | H—dly
s, i s, Jri O
:—/AUdQZ:NO.//dQZ,ZGJ,
Qi Qi
wegen (|5.9)). O
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Fiir die Untersuchung der Konsistenz der FV-Diskretisierung in der Maxi-
mumnorm werden Diskretisierungsparameter
J— _ F . 1/(7"71) = ; . 1
hi = (max i1 (I'i)) , h=maxh, (5.10)

eingefiithrt. Zusétzlich zu den Voraussetzungen iiber eine geeignete Stiitz-
punktverteilung fordern wir fiir A < hg (mit ko > 0) die Erfiillung der fol-
genden Bedingungen fiir die Voronoi-Boxen:

(B1) Die Zahl der mafigeblichen Nachbarn jedes Punktes z; ist gleichméBig
beschrankt;

(B2) Jeder Punkt x;; = [z;,z;] NT;; liegt auf dem Schwerpunkt von I';;.

Die Bedingung (B1) ist keine wirkliche Einschrinkung und ist problemlos
erfiillbar. Die Bedingung (B2) bedeutet eine stérkere Einschrankung, denn
damit fordert man mehr oder weniger homogene Voronoi-Boxen. Der Verzicht
auf (B2) ist moglich, verkompliziert aber den nachfolgenden Beweis erheb-
lich, und deshalb fordern wir aus Griinden einer besser nachvollziehbaren
Beweisfiithrung (B2).

Satz 5.4. (Konsistenz der FVM) B

Seien (B1) und (B2) erfiillt. Die Lisung v von (5.1)) liege in C*(Q2). Dann
gibt es eine Konstante ¢, so dass

m;

12

JEN;

(u(z) —u(a;)) +/. fdQ <ch ) ielJ.

7

Bewers. Wir untersuchen zuerst den lokalen Diskretisierungsfehler auf den
Kanten I';:
my; ou

7ij = | » (ufw;) = u(z:)) =

dry;| .

T onij
Fiir u € C*(Q) gilt offensichtlich fiir den Zentraldifferenzenquotienten

|u(x]) —u(z;)  Odu
dij 67%

(wy)| Sed<chf, ied jeN,, (511

mit einer von hier ab generischen Konstante ¢, wobei die letzte Ungleichung
aus der Definition von h; und wegen (B1) folgt. Mit der Cauchy-Schwarzschen
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Ungleichung folgt

mw
g — u(x;) g m; (x;
| dw i ij 8 zJ

JEN; JEN;
(x;) —u(z;))  Ou
< (T m) (Y M - 8n,,<xij>|2>1/2
JEN; JEN; v
< cth hi =ch!™ ieJ, (5.12)

wobei (B1), (5.10) und (5.11)) benutzt wurde. Fiir i € J wird nun das stetige
lineare Funktional T; auf C*(;) durch

ou ou
Tiu = ( —dly; — my;—(xi5))
J;]Vi Tyj 0nij J ](9nl-j J
definiert. Dann erhélt man fiir T;u die Abschéatzung

|T;u| < ¢ 1 (T;) maxmax |[D%u](x)| (5.13)

\a|:1 xzel’;
mit einer geigneten Konstante c. Wegen der Voraussetzung (B2) gilt
/ z2dl; = my;z(x;;)  fir alle z € I, (5.14)
Ty

wobei II; den Raum der Polynome bis zum Grad k bezeichnet. (5.14]) bedeu-
tet, dass man Polynome bis zum Grad 1 exakt mit der Mittelpunkts-Regel

integrieren kann. Dann folgt
T;z=0

fiir alle Polynome z € Il,. Aus (5.13) und der Linearitiat von T; folgt
[Tiu| = |Ti(u = 2) + Tiz| <[Ti(u = 2)| + [Tiz] < [Ti(u - 2)]

< cpin1 (T )lm‘aicmafx\[ “(u—2)](x)| furalle z € II .(5.15)
« Te

Nun betrachten wir das Taylorpolynom 2. Grades von u im Entwicklungs-
punkt x;

1 _
—(z — 2) T Hy(z)(x — ;) fiir 2 € Q;,

zi(z) = u(x;) + Vu(z;) - (v — ;) + 5

wobei H, die Hesse-Matrix von wu ist. Aufgrund der vorausgesetzten Glattheit
von u gibt es ein ¢ mit

[[DY(u — 2)](2)] < |z — x4)* fiir alle z € Q, |af =1
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(Abschétzung fiir Ableitung des Restgliedes der Ordnung O(|z —z;]?)). Diese
Ungleichung und ([5.15)) ergeben

|Tyu| < e 1 (Ti)h < chtt, dieJ, (5.16)

mit einer Konstanten ¢ > 0. Die Nutzung von - ) und ([5.16)) ergibt

I3 Sty —uGw) + [ fa

JEN;
My
< 1Y Pl o) - X g
JEN; JEN;
—Hmea (45) /AudQ|+|/AudQ +/ fdy|
JEN; Q;
My ou
= | Z Hu(ay) — uw;)) — Z mij%(mi]”
1] N v
JEN; JEN;
0
+|me :13” —“dri|+|/ AudeL/ fdSy|
r, On; Q Qi
jeN K3 K K3
< ch!t dieJ.
O
Die Konvergenz der FV-Methode wird im folgenden Satz bewiesen. 9. Vor-

lesung
Satz 5.5. (Konvergenz der FVM)

_ am
Seien (B1) und (B2) erfillt. Die Losung u von (5.1) liege in C*(Q). Wei- 13 37,9017
terhin setzen wir fir die Voronoi-Boxen voraus, dass eine Konstante ¢y > 0

existiert, so dass
wn(82;) > cohlr  fiir allei € J (5.17)

gilt (Map der Voronoi-Boxen ist nach unten durch coh? beschrinkt). Dann
kann der Fehler der FVM in der Maximum-Norm durch

lun = rhulloscn < ch (5.18)
mit einer Konstanten ¢ > 0 abgeschdtzt werden.

Beweis. Sei wy, := up, — rpu mit

w; =u; —u(x;), 1€J,
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Aufgrund der Dirichlet-Randbedingungen gilt
w; =u; —u(z) =0, i€J\J. (5.19)
Die Definition der FVM und das Konsistenz-Lemma [5.4] ergeben

jen; Y jen; Y jen; Y

< 1Y )+ [ i
jen; 4 Qi
—o, weil wu; F\}rM—Lésung ist
m;;
+= 3 B0 u(ey) — @) - [ rao
JEN; v Q
™
— |3 Tty ~ utz) + [ fa0y
jen; Y Q;
< chitt. (5.20)

Mit der Vergleichsfunktion
«
v(z) = —§|x|2 + 3

soll nun das diskrete Maximumprinzip angewandt werden. Mit z; :=
w; — v(x;), @ € J, erhdlt man mit der Aussage des Lemmas und der

Abschétzung ([5.20))
m;

(zj—z,-)gch?H—nQ/ a;, ieJ.
Q;

JEN;

=pn (%)
Nun wahlt man a = ¢*h mit einem geniigend groflem ¢* und
B = a max |z;|* .
2 ieq\J
Bei Berticksichtigung der Voraussetzung ((5.17)) erhdlt man nun
mij

(2j—2) <0, i€J,und z<0,ie€J\J.
JEN;

Aus dem diskreten Maximumprinzip folgt dann z; < 0 fiir alle i € J.
Damit folgt
w; <vp, 1€J,
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und da nach Konstruktion 0 < v < ch gilt

w; <wv; <ch, i€J.

Auf die gleiche Weise zeigt man, dass es ein ¢ > 0 mit

w; > —ch, 1€eJ.

gibt (man wahlt z; = —w; — v(z;) und findet mit ((5.17) und dem diskreten
Maximumprinzip —w; —v; < 0 bzw. w; > —v; > —ch). Die beiden
Ungleichungen liefern

|w;| = |u; — u(x;)| < ch <= ||up — rpuf]oon < ch .

O

5.4 Bilanziiberlegungen und Dirichlet-
Randbedingungen

Bisher haben wir nur Dirichlet-Randbedingungen behandelt. Dabei haben
wir mit Voronoi-Boxen gearbeitet, wobei

() = D () > 0

e

galt, d.h. wir haben de facto einen Bilanzfehler gemacht. Positioniert man
die Voronoi-Boxen wie in der Abb. [5.2] dann gilt

Um:Q

und bilanziert die Differentialgleichung iiber die Voronoi-Boxen, dann stimmt

die globale Bilanz mit der Summe der lokalen Bilanzen iiberein.

Es gibt allerdings ein Problem am Rand. Betrachtet man eine Voronoi-Box

(2; am Rand mit der Randkante I';; C I'. Auf I';; bendtigt man eine Appro-

ximation von %. Eine Approximation der Form
ou uj — U

ZEj —ZEZ|

ist nicht direkt moglich, denn z; ist das Zentrum einer Voronoi-Box, die
auflerhalb von €2 liegt. Es gibt nun zwei Mo6glichkeiten:
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(i) man verwendet die Approximation

U ) o T

~ , 5.22
ong; |ij — @i (5:22)

die allerdings eine geringere Ordnung als ([5.21]) hat,

(ii) oder man fithrt mit €; eine ”Ghost”-Voronoi-Box ein, verwendet die
Fluss-Approximation (5.21)), und nutzt die Randbedingung u,;; = r, um
durch eine Interpolation der Form

« 15} a4+ f «
u; + Ui = Uj =T << U; = ————T — —Uj; 5.23
a +5 o +B J J J 6 6 ( )
die benétigte Approximation von w; zu erhalten. Mit (5.21]) und (5.23))

hat man nun eine Realisierung der Dirichlet-Randbedingung bei der
FVM.

5.5 Neumann-Randbedingungen

Die Behandlung von Neumann-Randbedingungen soll fiir das Randwertpro-
blem

—Au=f inQ, u=r auf [y, g—Z:q auf I',, | (5.24)

diskutiert werden.

Dabei soll Q =|a, b[x]c, d[ das in der Abbildung |5.2| dargestellte Gebiet sein.
Als Neumann-Rand betrachten wir I';, = {(b,y)|c < y < d}. Der Rest des
Randes ist der Dirichlet-Rand I'y = 0Q \ T',,.

Positioniert man die Voronoi-Boxen wie in der Abb. dann hat man
auf den Kanten I';; C T, die fiir die FVM benotigten Fliisse 2 qurch die

on
Neumann-Randbedingung mit ¢ gegeben. Am Dirichlet-Rand kann man die

erforderlichen Fliisse durch , oder durch bereitstellen.

Eine andere Moglichkeit zur Losung des Randwertproblems mit einer
FVM kann man mit der in Abb. skizzierten Diskretisierung erreichen.
Dabei hat man am Neumann-Rand die Fliisse durch ¢ direkt gegeben. Am
Dirichlet-Rand werden die Fliisse 8—Z an randnahen Kanten I';; der randnahen

o
Voronoi-Box €2; durch
ou (1) uj — U
JR— ‘Ii‘ ~N —
N |
wie im obigen Abschnitt besprochen approximiert, wobei wu; durch die
Dirichlet-Randbedingung gegeben ist. Am Dirichlet-Rand macht man aller-

dings einen Bilanzfehler.
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r 0 x
I
Abbildung 5.2: Diskretisierung mit Voronoi-Boxen (i)
5.6 Diskretisierung von Konvektions-

Diffusionsgleichungen

Nachdem bisher hauptsichlich elliptische und parabolische Aufgaben-
stellungen behandelt wurden, sollen nun die sogenannten Konvektions-
Diffusionsgleichungen, also Gleichungen der Form

0

a—j V- (dc) = DAc + f (5.25)
behandelt werden. ¢ ist dabei z.B. eine Schadstoffkonzentration, ¢ ein Ge-
schwindigkeitsfeld und f ein Quell-Senken-Glied. Bei der Diskretisierung wol-
len wir den riumlich zweidimensionalen Fall betrachten, d.h. ¢ = (u,v)? und

auferdem Inkompressiblitét, d.h. V - ¥ = 0. Damit ergibt sich aus (5.25))

dc oc dc

—+u—+v—=DAc+ f. 5.26

ot ox Jy / (5:26)
Die Diskretisierung soll am Beispiel einer FD-Diskretisierung besprochen wer-
den. Mit ¢f; soll die Gitterfunktion in der Zeitschicht ¢ = nAt am Ortspunkt
(x,y) = (iAzx,jAy) mit den Diskretisierungsparametern At, Ax, Ay einer
Richtungs-dquidistanten raumlichen Diskretierung. Eine mogliche konsisten-
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r
r Q
r
Abbildung 5.3: Diskretisierung mit Voronoi-Boxen (ii)
te Diskretisierung ist die folgende:
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Gi —Ch n O_U"Cz’—&-lj — Gy L(1— O_)cij —Ci1j
At " Az Ax
n+1 n+1 n+1 n+1
Cij+1 — Gij G — G-
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
_ DCHJ-rlj - 2%‘+ + Ci—+1j i Dci]—':-l - 2%'+ + Ci]—"——l 4o
A2 Ay? ij

o und v sind dabei Wichtungsparameter aus [0, 1]. Es entsteht damit pro
Zeitschicht ein lineares Gleichungssystem mit einer 5-diagonalen Koeffizien-
tenmatrix A,. Aus ([5.26]) ergibt sich fiir die Hauptdiagonale der Eintrag

1 Vjj Vij Vij Vij 2 2
- 7 1 _ 1] _ 1] 1 _ 1] _D— _D—
A Oag PUmo)x, TR, TUSIR, PR E T PR

Fiir die 4 Nebendiagonalen ergeben sich die Eintriage
Uyj 1
—D—
A Az?’
Wij 1
(1= Yo pD—_
( U)Aa: Az?’
vy _p 1
Ay Ax?’



(%] 1

Ay Ay
Sieht man von dem Term =; ab (kommt bei stationdren Aufgaben nicht
vor), dann ergibt die Summe der sdmtlichen Eintrage pro Matrix-Zeile ge-
rade Null. Eine fiir iterative Losungsverfahren geeignete diagonal dominante

Matrix erhélt man z.B. bei der folgenden Wahl die Wichtungsparameter

—(1=7)

|1 falls w; >0
700 falls w; <0
|1 falls v >0
1 0 falls v; <0

Diese sogenannte upwind-Approximation ergibt natiirlich eine nicht-
symmetrische Matrix, die allerdings irreduzibel diagonal dominant ist. Es

gilt dann
N

|akk|2 Z |akl| fa. k
1=1,1#k
und
N
|k > Z lag;|  fiir mindestens ein k.
I=1,l#k

Die strikte Ungleichung ergibt sich durch die Beriicksichtigung von Randbe-
dingungen.

5.7 FVM fiir das Stokes-Problem

In der Strémungsmechanik wird bei der numerischen Losung von
Stromungsproblemen die FV-Methode gegeniiber FD- oder FE-Methoden
deutlich favorisiert. Die Griinde sollen im Folgenden am Beispiel des sta-
tiondren Stokes-Problems erlautert werden. Das Stokes-Problem lautet

V.-(nVid)+Vp=f,inQ (5.27)
V-i@=0,inQ (5.28)
u=r7,auf I'=0Q , (5.29)

wobei @ = (u,v)? und p Geschwindigkeits- und Druckfeld bedeuten, f =
(fu, fo)T ist ein duBeres Kraftfeld und 7 ist die Viskositéit.
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Aus Darstellungsgriinden verwenden wir ein Rechteckgebiet €. Zur Diskre-
tisierung der Gleichung (/5.28)) verwenden wir rechteckige Voronoi-Boxen wie
in der Abb. . Die Bilanzierung von ((5.28) iiber ;; ergibt

Die Voronoi-Boxen versehen wir hier im Unterschied zur fritheren Verfah-
rensweise mit 2 Indizes, ebenso den Rand, um die Position der Voronoi-Box
in x- bzw. y-Richtung zu kennzeichnen (also handelt es sich bei I';; nicht um
eine Kante, sondern um den gesamten Rand von ;). Unterteilt man den
Rand I';; von €;; in Ost/West- bzw. Nord/Siid-Rand, dann erhélt man aus
(15.30))

/ ﬁ-ndfij:/udy—/ udy—l—/ vdx—/vd;v:O. (5.31)
r Yo Yw Tn Vs

ij

Vij+1/2 Ty
- . P-.
i-1/2j} R ) Yis122j
Y 2jj
Tﬂ
Ts Vij-1/2

Abbildung 5.4: Voronoi-Box §2;;

Die Abb. zeigt die Voronoi-Box €;; und eine kanonische Wahl der
Stiitzstellen fiir den Druck p;; der Mittelpunkt ;; von €;; und die Geschwin-
digkeitskomponenten w;41/2;, vij+1/2 an den versetzten Punkten z;./2;,
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Tij+1/2- Verwendet man z.B. die Approximationen

/udyzuiﬂ/gjk, /vdx%vijﬂ/gh usw. ,

Yo Tn

wobei k£ und h Hohe und Breite von 2;; sind, dann erhélt man fiir (5.28)) die
FV-Diskretisierung

[ui+1/2j - Ui—1/2j] k+ [Uij+1/2 - Uz‘j—l/Q] h=0
_ Wit1/25 — Wi-1/25  Vij41/2 — Vij-1/2

=0. (5.32
Durch die Wahl der Stiitzstellen der u- und der v-Komponenten des Ge-
schwindigkeitsfeldes sind die Voronoi-Boxen und damit die Gitter fiir die
Diskretisierung der beiden Komponenten der Impulsbilanz ((5.27]) vorgegeben,

und zwar ergeben sich die Voronoi-Boxen €11 /2; mit den Zentren ;o fiir
die Diskretisierung der u-Gleichung

0
V- (nVu) + % =fu<=V-(nVu)+V- (g) = fu (5.33)
und die Voronoi-Boxen €; ;1 /2 mit den Zentren x; ;1 » fiir die Diskretisierung
der v-Gleichung
dp 0

V-(nVU)—Fa—y:fU(:)V-(nVU)—I—V- ) = fo- (5.34)
Die Gitter fiir die Diskretisierung der Gleichungen ([5.33]) und ({5.34]) sind
damit jeweils um ein halbes Inkrement g bzw. g gegeniiber dem Gitter fiir
die Gleichung (5.28) versetzt. Man spricht deshalb auch von der ”staggered
grid”’-Methode. Die Situation ist in der Abb. [5.5] dargestellt.
Die Bilanzierung der Gleichung (5.33)) iiber 2,45 ; ergibt nach Anwendung

des Gauflschen Integralsatzes

/ Vu-ndF+/ (p)-ndF:/ FudS .
Lit1/25 Lit1/25 0 Q125

Mit der Approximation der Fliissse Vu - n durch entsprechende Differenzen-
quotienten erhélt man die FV-Approximation

Uiy3/25 — Uit1/2; Ui41/25 — Ui—1/25
k—n k
h h
_H7ui+1/2j+1 — Uit1/25 h_ nui+1/2j — Uj1/25-1 h
k k
+pi+1jk’ —pijk = fui+1/2j hk ,
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Yic1n2

ﬂij %

| I
v
ij-1/2

Abblldung 5.5: Voronoi-Boxen Qi+1/2j7 Qij—i—l/Z

bzw. nach Division durch fio(i41/2;) = hk

nui+3/2j - 2ui+1/2j — Ui—1/25 i nui+1/2j+1 - 2ui+1/2j = Uit1/25-1

h? k?

Di+15 — Dij
+% = fusprya, - (5:35)

Fiir die FV-Diskretisierung der Gleichung ([5.34]) erhdlt man durch die Bilan-
zierung der Gleichung iiber €2;;,/, analog

Vij+3/2 — 2Uij+1/2 — Vjj-1/2 I Vit1j+1/2 — 2Uij+1/2 — Vi—1j+1/2
k2 7 12
DPij4+1 — Dij
k

Schlieft man die Gleichungen ((5.35)), (5.36]) und (5.32)) durch die Randbedin-

gungen ab, erhélt man letztendlich ein Blockgleichungssystem

+ = foirry - (5.36)

L, 0 @G, u Iy
o L, G, v | =1 r, ) (5.37)
G. G 0 p I'p
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Hat man 2 durch ein Druckgitter der Dimension N x M, also

Il it R

diskretisiert, dann sind u € RIN=D*M v ¢ RN«(M=1) ypnd p € RV*M die Vek-
toren mit den Naherungswerten w12, vjj11/2 und py;. ist ein Sattel-
punktproblem. In bedeuten L,, L, Differenzenoperatoren der viskosen
Operatoren der Impulsbilanz, G ist der Differenzenoperator des Gradienten
und damit ist G7 der Differenzenoperator der negativen Divergenz als ad-
jungierter Operator des Gradienten.

Bemerkung 5.6. Als Bedingung fiir die Losbarkeit des Gleichungssystems
(5.27) muss die globale Massenbilanz, also

/U-ndF:O
r

im Diskreten erfilllt sein. Die Koeflizientenmatrix
SERPF P=(N—-1)s«M+Nx(M-1)+NxM,

von hat den Rang P — 1. Die fehlende Eindeutigkeit liegt an dem Fakt,
dass bei dem Stokes-Problem der Druck nur bis auf eine Konstante eindeutig
ist (der Druckgradient ist eindeutig). Die Eindeutigkeit durch die Wahl einer
Druck-Konstante konnte man z.B. durch die Forderung

sz‘j =0
Y]

erreichen.
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Kapitel 6

Eigenschaftten von Matrizen im
Ergebnis von FD-Schemen

Die Diskretisierung eines eindimensionalen elliptischen Randwertproblems
fithrt bei einer geeigneten Nummerierung der Unbekannten (Funktionswerte
der Gitterfunktionen ) auf ein lineares Gleichungssystem mit der Koeffizi-
entenmatrix

2 -1 0 0
1 -1 2 -1 0

A= (ay) = = (6.1)
0 -1 2 -1
0 0 -1 2

Neben der sparsamen Besetztheit sind die Matrizen von FD-Schemen zur
numerischen Losung von elliptischen Randwertproblemen dadurch gekenn-
zeichnet, dass

n
aijSOa Z#]7 aii>07 und |au’2 Z |aij|7 izla"'ana
J=1,i#]

gilt.

Definition 6.1.
Sei A = ((a;;) € R™", dann heifit A

1) Lo-Matriz, wenn a;; <0, i # j gilt,

2) L-Matriz, wenn A eine Lo-Matriz ist und a; > 0 gilt,
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3) M-Matriz, wenn A eine Lo-Matriz ist, A~ existiert und A~ > 0 gilt,

4) stark (strikt) diagonal dominant, wenn

n

lail > > ay|  firi=1,....n (6.2)

=LA
qilt, und

5) irreduzibel diagonal dominant, wenn A irreduzibel ist,

n

|ai| > Z la;;|  firi=1,....n

J=1i#j

gilt, und mindestens fir einen Index iy die strikte Ungleichung (6.2)
qgilt.

Bemerkung 6.2.

Die Relationen <, >, < bzw. > fiir Matrizen oder Vektoren sind so zu ver-
stehen, dass dann jeweils die Relation fiir alle Elemente der Matrizen bzw.
Komponenten der Vektoren gelten.

Eine Matrix A = (a;;) heit irreduzibel, wenn fiir alle i, 5 € I := {1,2,...,n}
entweder a;; # 0 ist, oder eine Indexfolge i = ig,%1,...,1s = j € I existiert
mit a;,_ ., 70, k=1,...,s.

Es sollen nun im Folgenden die wichtigsten Aussagen fiir die in der Def.
erklarten Matrizen zusammen gefasst werden.

Satz 6.3. Die Aussagen

(a.1) A ist invertierbar und es gilt A=t > 0,
(a.2) Ax <0 =z <0,

(a.3) Az < Ay = x <y

sind dquivalent.

Die Eigenschaften (a.2) oder auch (a.3) nennt man auch Inversmonotonie
von A.

Beweis.

Die Implikation (a.3) = (a.2) erhélt man mit y = 0, und die Impliklation
(a.2) = (a.3) erhélt man durch Anwendung von (a.2) auf z = = — y.
Nachweis von (a.2) = (a.1):

Sei Az = 0, dann ist A(+z) = £Ax < 0, woraus +z < 0, also x = 0
folgt, was die Injektivitdat von [(z) := Az bedeutet. Bijektivitét folgt aus der
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Endlichdimensionalitit des R (bzw. C"). Damit existiert A~!. (a.2) bedeutet
mit Az = —y

Ar<0=2<0 bzw. y>0= A"y >0.

Setzen y = (i )res fiir festes k € I, damit folgt fiir alle [ € T

n

0< (A ly), = Z(A_l)liyi = (A i .

=1

Nachweis von (a.1) = (a.2):
Fir y > 0 gilt

(A'y)i = (A iy >0,
j=1
also A7y > 0. Sei jetzt Az <0, dann ist y = —Az > 0 und schlieflich
Aly=—2>0 bzw. <0,
und damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. O

Aus der linearen Algebra sei an das Kriterium von Gerschgorin erinnert:

Satz 6.4. (Gerschgorin-Kriterium)
Sei K.(z) ={( € C, [£—z| <r}. Dann gilt

(a.4) Alle Eigenwerte von A liegen in den Gerschgorin-Kreisen

n

Okﬁ(a“) mat r, = Z ‘Clij’ .
=1

j=1j#i
(a.5) Ist A irreduzibel, dann liegen die Eigenwerte sogar in

n

L Ko (@) U [ﬁ 0K, (ay)] -

=1

Beweis. Sei A ein EW von A mit dem EV z und (0.B.d.A.) ||z|| = 1 und
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fir j e I ={1,2,...,n} gelte |z;| = 1. Aus |z;| = 1 folgt

n n
)\l‘j = (Ax)J = E @jkxk = Cljj + g ajkwk
k=1 k=1,k#j

n
— ()\ — Cij)]Ij = Z ATl

k=1, k]
n n
== N = agl 2] < )0 agl o] <D0 gl (6.3)
k=1,k+#j X7 k=lk#
n
= N—ayl < > lapl = (6.4)
k=1 k]

Damit folgt A € U, K,,(aii), also (a.4).
Zum Nachweis von (a.5) zeigen wir fiir Eigenwerte A, die nicht in |J;_, K, (a;)
liegen zuerst, dass im Falle a;; # 0 gilt:

aus |z;] =1 und |A—ay|=r; = |z;|]=1 und |A—ay|=r;. (6.5)
Nehmen wir an, dass |z;| < 1 ist:
Es gilt nun

rj = |A—ayl
n
= A =ai)zl =1 D amul
Ry

n

< > lagal Jael +lagil ]

n
< Y lapl =1y,
k=1,k#j

das ist ein Widerspruch, also war unsere Annahme falsch, und es gilt |z;| = 1.
Aufgrund der Irreduzibilitéit folgt aus (6.5]), dass

)\ € ﬂ 6K,,k (akk)
k=1

gilt (man fangt in der j-ten Zeile von A (mit ||z||s = |z;|) an, und kann sich
wegen der Irreduzibilitdt durch die Matrix hangeln), so dass damit letztend-
lich fiir alle Indizes k = 1, ..., n die Giiltigkeit von |\ — agx| = 7, also (a.5)
folgt. [
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Bemerkung 6.5. Eine Folgerung aus dem Satz ist, dass Eigenwerte von
irreduziblen Matrizen, die nicht in der Vereinigung der offenen Gerschgorin-
Kreise liegen, in der Schnittmenge aller Rander der Gerschgorin-Kreise liegen.

Nun kann man den wichtigen Satz zur Regularitéit von irreduziblen diagonal
dominanten Matrizen zeigen.

Satz 6.6. Sei A eine L-Matrixz und irreduzibel diagonal dominant. Dann gilt
mit der Aufspaltung A = D — B und D gleich dem Diagonalanteil von A
sowie B dem negativen Auflendiagonalanteil von A

p(D™'B) <1.
Beweis. Sei C' = D™'B = (c);;, dann gilt

Qjj .. .
cij:—a—] fir 145, und ¢;=0.
i

Es gilt nun fiir
n

To = Z lcap] < 1

p=1,p#a

wegen der irreduziblen Diagonaldominanz fiir mindestens einen Index «. Fiir
alle 5 € I gilt rg < 1. Nach Gerschgorin liegen die EW von C' in

Es bleibt zu zeigen:
(0K, (0) C Ky(0) .
i=1

Fall a):

rg=r filiralleel.

Wegen r, = r < 1 folgt

oK., () = 9K,(0) < K(0) .
p=1
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also sind alle EW von C' betragsmifliig kleiner als 1, damit gilt p(C) < 1.
Fall b):
Die 75 sind nicht alle gleich. Dann gilt

() 0K,,(0)=0,
B=1

d.h. nach Gerschgorin liegen die EW von C' in K;(0), also gilt |A\|] < 1 und
damit auch p(C) < 1. O

Bemerkung 6.7.

Die soeben bewiesene Aussage fiir irreduzibel diagonal dominante Matrizen
gilt auch fur strikt diagonal dominante Matrizen (die nicht irreduzibel sein
miissen).

Satz 6.8.
Sei A= D — B eine L-Matrix, dann gilt mit D und C' aus dem obigen Satz

A ist M-Matriz <= p(D"'B) < 1.

Beweis.
Richtung =
Sei A eine M-Matrix. Sei A ein EW von D™'B mit dem EV u # 0. Dann gilt

IM|u| = [Mu| = |[D™'Bu| < D' Blul ,
wegen A=1D > 0 folgt

—A'DD ' Blu|

[ul

IN

—~A7'D|M|u| und

A Alu| = A™YD — B)u|
AT'D(E — D™'B)|u|
A"'Dlu| — A7 DI |u]

= (1=P)ADlul .

>0

IN

Fir |[A| > 1 folgt |u] < 0, d.h. u = 0, also muss |A| < 1 fiir alle EW gelten,
und damit gilt p(D'B) < 1.

Richtung <:

Sei p(D7'B) < 1. Damit konvergiert die Neumann-Reihe mit C = D~'B
und es gilt

S:iC”:(E—C)—I.
v=0
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Wegen D~ > 0 und B > 0 folgt
c>0, C">0, §>0.
Aus
E=S(E—C)=SDY(D-B)=SD"'A

folgt
At=8SD!t — A'>0 = A ist M-Matrix .

Aus den Sitzen [6.6] [6.8] folgt unmittelbar die wichtige Aussage

Satz 6.9.
Sei A eine L-Matrixz. Ist A strikt diagonal dominant oder irreduzibel diagonal
dominant, dann ist A eine M -Matriz.

Zum Schluss dieses Abschnittes soll noch das sogenannte M-Kriterium no-
tiert werden.

Satz 6.10. (M-Kriterium)
Sei A eine M-Matriz und e > 0 ein Vektor mit Ae > 0. Dann gilt

max; €;
Ayl < C, - t Cp = ———
1Al < Colllls mit € o=
d.h.
147 | < Ce..
Beweis.
Sei # = A™Yy, also Az = y. Dann ist
t =Y (A )i(Ey;) <D (A5l oo -
=1 j=1
Sei ¢ = min;(Ae);, d.h. Ae > ¢(1,1,...,1)T. Da A invers monoton ist (aus

Az <0 folgt < 0), gilt

n

e>cAN(1,1,..., D", dh e > CZ(A*I)U :

j=1
Daraus folgt nun fz; < %||y||o und damit
llel]o
|z]]o0 < THyHoo = Ce||yl|oo
also die Aussage des Satzes. O
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Bemerkung 6.11.

Die Matrizen vom Typ sind L-Matrizen und irreduzibel diagonal do-
minant, d.h. sie sind auch M-Matrizen. Damit sind sie invertierbar (regulér)
und man kann in der Regel eine Schranke fiir die Maximumnorm der inversen
Matrix A~! angeben, was Stabilitit bedeutet.

Allerdings muss man dazu einen Vektor e mit der geforderten Eigenschaft
finden. Bei strikt diagonal dominanten L-Matrizen findet man mit

diesen Vektor sofort.
Beim Beispiel des Poissonschen Randwertptroblems auf einem n-
dimensionalen Einheitswiirfel konnte man die Funktionswerte von

v(x)i=x1(1 —xp) fir z=(x,29,...,2,) € Qy
als Komponenten des Vektors e > 0 wéahlen, denn es gilt
~Lyv(z) =2 bzw. Ae=(2,2,...,2)7 >0.
Mit |le||c = % erhélt man dann

1
A oo < <
8
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