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Abstract

Die folgende Arbeit beschéftigt sich mit dem numerischen Losen einer parabolischen Dif-
ferentialgleichung, genauer gesagt der instationdren Warmeleitgleichung. Die Vorgehens-
weise soll dabei anhand eines Beispielproblems demonstriert werden. Als Losungsverfahren
wird die Finite-Volumen-Methode angewandyt.
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1 Einfiihrung

1.1 Problemstellung

In dieser Arbeit soll eine instationdre Warmeleitgleichung exemplarisch mit Methoden
der numerischen Mathematik geldst werden. Dafiir sei angenommen, dass eine Kartoffel
mit einem Radius von r = 5em vorliegt, die zur Vereinfachung als kugelférmig angenom-
men wird. Die Kartoffel wird in kochendem Wasser auf eine Temperatur von 373 Kelvin
(~99,85°C) gleichméafBig erhitzt.

Anschlieflend soll sie in einem Wasserbad mit einer konstanten Temperatur von 291
Kelvin (~ 17,85°C) auskiihlen. Im Folgenden wird nun mathematisch untersucht, wie
sich die Temperatur am Rand und im Inneren der Kartoffel im Laufe der Zeit verhélt
und wann ihre Temperatur unter 333 Kelvin (~ 59,85°C) sinkt.

1.2 Mathematische Formulierung

Die instationdre Warmeleitgleichung ist eine parabolische partielle Differentialgleichung
der Form
U = AAU = A(Ugy + Uyy + Usy) (1)

mit entsprechenden Randbedingungen. Das Gebiet €2 ¢ R3 sei aufgrund der gegebenen
Eigenschaften der Kartoffel als

Q={(x,y,2) e R¥| 2% +y* + 22 < 25}

gewahlt.
Des Weiteren werden noch einige physikalische Eigenschaften der Kartoffel benotigt,
namlich
w

Warmeleitkoef fizient : A =0,16—-
mk

Temperaturleitungskoef fizient : a = 5,6 -10%

Konvektionswarmetbertragungskoe f fizient : a = 30 T
m

Da ein Anfangs-Randwert-Problem betrachtet werden soll, miissen zusétzlich noch die
Randbedingungen definiert werden. In dieser Arbeit werden zwei verschiedene Randbe-
dingungen untersucht.

Zunichst einmal homogenen Dirichlet-Randbedingungen, d.h.

u=0auf I' =012



und schlielich auch Robin’schen Randbedingungen der Form

ou
“A— = — Uoo fI'=09Q, 2
o a(u — Us) au (2)
wobei n den dufleren Normalenvektor bezeichnet. u., bezeichnet die Entdimensionalisierungs-
Konstante der Differentialgleichung.



2 Diskretisierung

2.1 Kugelkoordinaten

Wie bei mathematischen Problemen auf Kugelgebieten iiblich, soll das betrachtete Ge-
biet €2 zunéchst in Kugelkoordinaten iiberfithrt werden, da es sich damit wesentlich
leichter rechnen lasst. Kugelgebiete sind ndmlich rotationssymmetrisch und somit un-
abhéngig von den Winkelkoordinaten.

Ab nun soll also das Gebiet

Qrvﬁvﬂﬁ = {(r719a()0) ERg | re [075]719 € [0777-]’90 € (_ﬂ-vﬂ-]}

betrachtet werden. Dafiir muss aber natiirlich auch die Gleichung (1) in Kugelkoordina-
ten iiberfithrt werden. Mit den Beziehungen

x =rsindcos g
y =rsindsing

z=7rcost

erhélt man nach einigen Umformungen schliefSlich fiir den Laplace-Operator:

@ P
T oy 02
19,,0 19 0 1

= sind—) +

_7’_287“(T or +r28in19@_19( oY r28in2195_902

2.2 Finite Volumen Methode

Bei der Finiten-Elemente-Methode muss das betrachtete Gebiet 2 zur Diskretisierung
zu gegebenen Stiitzstellen x;,72 =1,2,...,n in so genannte Voronoi-Boxen zerlegt werden.
Das bedeutet, dass das Gebiet €2 bzw. Q, 4, in ;, i =1,2,...,n zerlegt wird, sodass

l’iEQZ‘, QZUQi, mQZZQ
i=1

i=1

gilt.
Die Idee der Finiten-Elemente-Methode besteht nun darin, auf jeder der Vornonoi-
Boxen
f g d9; = f aAu dQ (3)
o8 o8
zu 16sen.

Denn durch die Erhaltungseigenschaft des Integrals ist (3) dquivalent zu

uy = aAu auf§;.



Dafiir miissen die beiden Integrale jedoch zunéchst einmal transformiert und anschlie-
Bend diskretisiert werden, denn es sollen die in Kapitel (2.1) vorgestellten Polarkoordi-
naten ihre Anwendung finden.

Dazu sei zunéchst einmal festgestellt, dass auf Grund des Transformationssatzes

dQ = r?sin VdQyg =1 2sind dddpdr

gilt.

Weiterhin stellen wir fest, dass auf Grund der Kugeleigenschaft des Gebietes und der
Tatsache, dass sich die Kartoffel in einem Wasserbad befindet, die Differentialgleichung
als unabhingig von den Koordinaten ¥ und ¢ betrachtet werden kann. Das liegt daran,
dass das Gebiet rotationssymmetrisch ist und als konstante Materie angenommen werden
kann.

Denn fiir die Temperaturberechnung an einem Punkt P zu einem Zeitpunkt ¢ ist es
nur wichtig, in welchem Abstand r zum Mittelpunkt sich dieser Punkt befindet, jedoch
nicht in welchem Winkel.

Dadurch vereinfacht sich die betrachtete Differentialgleichung (1) in Kugelkoorinaten
zu

et

auf (0,5) mit den entsprechenden Randbedmgungen. Daher ldsst sich (3) vereinfacht
schreiben als:

2 _ - N2
fQiutr dr—[giaﬂar(r )redr

_ — 2_
——/Qiaar(r ar)dr.

2.3 Diskretisierung des Gebiets

(4)

Als néchstes stellt sich die Frage, wie das Gebiet €2, 5, am besten zu diskretisieren ist,
bzw. wie die Stiitzstellen x;, 7 =1,2,...,n gewahlt werden sollen.
Wie schon festgestellt, ist das Problem unabhéngig von den Koordinaten ¢ und ¢. Das
bedeutet, dass €2, ., nur noch in r—Richtung auf dem Intervall [0,5] zu diskretisieren ist.
Sei n die Anzahl der Stiitzstellen x;. Dann sollen diese so gewihlt sein, dass

mlzh-i—a,hzg,
n

wobei o = % der Abstand einer Stiitzstelle x; zum Rand x;_y/» bzw. ./, ihrer Voronoi-
Box ist.

Durch diese Definition ergibt sich eine dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, 5] mit
212 = 0 und 7,152 = 5, wobei die n + 1 Randpunkte der Voronoi-Boxen €;, ¢ =1,...,n



gegeben sind durch
Ti-1/2 = h- (Z - 1), Tit1/2 = h-u.

Damit ldsst sich (4) nochmals vereinfachen zu

f i+1/2utr2dr:/ i+1/2a£(7’2%)d7", i=1,...,n. (5)
r

Ti 12 Ti1/2 or

Mit dieser Formel soll nun im néchsten Abschnitt das urspriingliche Problem (1) nume-
risch gelst werden.



3 Berechnung

In diesem Abschnitt soll aus (5) eine Formel hergeleitet werden, mit der schlielich das
Problem (1) implementiert und gelost werden kann. Das bedeutet, dass letzten Endes
ein lineares Gleichungssystem der Form

Au=f (6)

gelost werden soll. Dabei ist A € R™™, w = (u;)i-1,..n € R* und f = (fi)iz1..n € R
Dafiir werden zunéchst beide Seiten von (5) integriert, was fiir die linke Seite zu

3 _ .3
Tiviz Tiv12 ~ ic1y2
wridr = u————"=

X

i-1/2 3
und fiir die rechte Seite zu
Tivi2 Q) ou ou ou
fx aE(ﬁE)dr = a(x?n/za - x?—l/QE)

i-1/2
2 i+1 Q 2 i+1 i
= a(;[‘. —_— -z —)
i+1/2 h i-1/2 h
Ujr1 — Ui, o 2
= QT($i+l/2 - xi—l/Q)

fithrt. Insgesamt erhélt man also die Gleichung

$§+1/2 - x?—l/Q Uir] — Ui , o 9
Uy 3 =a h (%41/2 B xi—l/?)? (7)

wobei fiir u; eine geeignete Approximation der Zeitableitung zu wéhlen ist.
Durch entsprechende Umformungen ergibt sich aus (7)

2 2 2 2
(xi—1/2u Tyt Ticaye Ii+1/2u ) 0 (8)
- i1 i = 1) =

h2x? h2x? h2x?

und somit fiir die Zeilen der Koeffizientenmatrix A € R™" fiir 2<i<n - 1:

2 2
Ty 172112 .
h2z?2 o 1=
2,
o .
Q;; = N hQLL‘?’ j_Z_l
) 22 /
i+1/2 .
—A53 7, J=1+1
k2
0, sonst

In die erste und n—te Zeile der Matrix A flieen dabei die Randbedingungen ein. Dabei
wird der Ansatz der sogenannten ,, Ghost“- Zellen genutzt. Dabei wird angenommen, dass



es einen weiteren Stiitzpunkt x,,; gibt, fiir den

1 1

—Xp + =Ty

2 2
gilt. Diese Gleichung kann man schlieflich so umformen, dass man einen Ausdruck fiir
ZTny1 erhélt, der in den entsprechenden Formeln eingesetzt werden kann.

An dieser stelle ist schon erkennbar, dass die Matrix A einige bestimmte Eigenschaften
aufweist. Sie ist eine Tridiagonalmatrix, wobei die Eintrdge auf den Nebendiagonalen
kleiner als null sind. Thre Hauptdiagonaleintrége dagegen sind grofler als null.

Da die Summe der Nebendiagonaleintrédge kleiner oder gleich der Hauptdiagonalein-
trage ist, ist die Matrix A eine sogenannte M —Matrix. Mit Hilfe von Ergebnissen der
linearen Algebra ldsst sich damit folgern, dass (7) eindeutig losbar ist, da A invertierbar
ist.

3.1 Homogene Dirichlet-Randbedingungen

Homogene Dirichlet-Randbedingungen besagen allgemein, dass
u=0auf I' =09.
Fiir den hier vorliegenden Fall bedeutet das, dass
u(z12) = u(0) = 0 und u(xp41/2) = u(5) =0

gilt. Setzt man diese Bedingungen fiir ¢ = 1 in (8) ein, so ergibt sich, dass der erste
Summand von (8) entféllt, da 1/, = 0 gilt.
Fiir die erste Zeile der Matrix A ergibt sich damit:

2
1+1/2

=qQ—
2,527
h?axy

T
11

2
1+1/2

12 = —Q .
2 1.2
h?ay

T

Fiir die letzte Zeile n der Matrix A muss dagegen noch w;.q = u,.1 aus dem dritten
Summanden von (8) geeignet gewihlt werden. Wahlt man dafiir den Ansatz, dass

h h
2 2
TUp t+ TUn+1 = Tpslj2 = 0
htlh 2=

10



so ergeben sich fiir die letzte Zeile von A folgende Koeffizienten:

" Lon-1/2
n-1,n = — )
’ h?x2
n
2 2 2
a To-12 ¥ Tnsay2 . Lns1/2
nn
h2x2 h2x2

3.2 Robin’sche Randbedingungen
Fiir den Fall der Robin’schen Randbedingungen verfihrt man dhnlich. Auch hier entféllt

fiir i = 1 der erste Summand aus (8), d.h. es gilt wiederum

2
1+1/2

a1 =a0——>5
27,20
h2xy

T

2
1+1/2

2,2
h?xy

T
12 = —Q

Fiir ¢ = n kann man mit Hilfe von (2) einen Ausdruck fiir u,,; ermitteln und erhalt

a a n-1/2
n—-1,n ’
’ h?z?2
n
2 2 2
S (xnfl/Q Lr1)2 n+1/2)
nn = 2.2 T 2.2
h?x? h?x?

3.3 Rechte Seite
Fiir die rechte Seite f des linearen Gleichungssystems (6) gilt:

fi :O, falls 7 = 1’._"“_1

und yo1a?
; a ;27:21/ 2, fiir Dirichlet — Randbedingungen
n=19 20122 A
a2 h fir Robin'sche Randbedingungen.

2R I

Mit diesen Herleitungen ist es nun moglich, ein Programm zum numerischen Lésen von
(1) zu implementieren.
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4 Auswertung

Die folgenden Berechnungen wurden mit der Matlab-version MATLAB R2014 auf ei-
nem Computer mit 64-Bit-Betriebssystem, 1.90GHz Prozessor und 4,00 GB RAM durch-
gefiihrt. Zum Berechnen von (6) wurde der von Matlab angebotete Loser ode23s genutzt.

Die angegeben Zeitintervalle sind stets so gewihlt, dass man die Resultate der jewei-
ligen Untersuchung gut beobachten kann,

4.1 Vergleich zwischen Dirichlet- und Robin’schen
Randbedingungen

Als erstes soll untersucht werden, wie sich die die verschiedenen Randbedingungen auf
die Losung auswirken. Dafiir wurde eine Stiitzpunktanzahl von n = 50 gewihlt, d.h. fiir
die Schrittweite gilt h = 1—10. Man koénnte die Temperaturentwicklung in verschiedenen
Punkten untersuchen. Zunéchst soll aber die Temperaturentwicklung an einem Rand-
punkt, d.h. ein beliebiger Punkt auf der Kartoffel mit r = 5¢m betrachtet werden.

Das Problem (1) wird nun einmal mit Robin’schen und einmal mit homogenen Dirichlet-
Randbedinungen gelost. Als Zeitintervall wird dabei I = [0,295000] in Millisekunden,
das bedeutet ca. die ersten fiinf Minuten des Abkiihlungsprozesses, betrachtet.

Abkuehlung am Rand
T

—— Dirichlet-Randbedinungen
—— Robinsche Randbedingungen|

Abbildung 1: Vergleich von Robin- und Dirichlet-Randbedingungen am Rand der
Kartoffel

Wie man in Abbildung 1 beobachten kann, kiihlt sich die Kartoffel etwas schneller
ab, wenn man das Problem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen 16st. Allerdings
sind die Unterschiede nicht von erheblichem Ausmaf.
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4.2 Vergleich zwischen verschiedenen Schrittweiten

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich die Wahl der Anzahl der Stiitzpunkte
auf die Losung auswirkt. Dafiir werden verschiedene n = 15,25, 50,100, 150 gewéhlt. Hier
wird ein etwas grofleres Zeitintervall betrachtet, nadmlich I = [0,5900000], d.h. ca. ein-
einhalb Stunden. Das Problem wird wiederum mit den beiden verschiedenen Randbe-
dingungen gelost. Auflerdem wird zunéichst wieder ein beliebiger Punkt auf dem Rand
der Kartoffel, d.h. ein Punkt mit r = 5e¢m, betrachtet.

am Rand mit fiir Dy am Rand mit fiir
T T T

Abbildung 2: Vergleich fiir verschiedene Schrittweiten fiir einen Punkt am Rand
der Kartoffel. links: fiir Dirichlet-Randbedingungen. rechts: fiir Robin-
Randbedingungen

In Abbildung 2 ist auffillig, dass fiir beide Randbedingungen die Kurve mit wach-
sender Stiitzstellenanzahl sehr viel steiler abféllt. Das war jedoch auch zu erwarten, da
eine steigende Stiitzstellenanzahl an mehr Punkten das Problem betrachtet. Hat man
dagegen nur weniger Stiitzstellen, nimmt die Kurve eine ,, Abkiirzung“und fiillt daher
die linke untere Ecke der Grafiken nicht aus.

4.3 Vergleich zwischen Rand- und Mittelpunkt

Bisher wurde nur ein beliebiger Randpunkt der Kartoffel betrachtet. Es soll nun aber
auch der Mittelpunkt der Kartoffel untersucht werden. Auflerdem soll in diesem Ab-
schnitt die anfangs gestellte Frage geklart werden, wann die Temperatur der Kartoffel
unter 333K sinkt.

Hierfiir wird die Schrittweite der Diskretisierung auf n = 50 festgesetzt. Als Zeitinter-
vall wird I = [0,23600000] betrachtet, das sind ungefihr sechseinhalb Stunden. Auch in
dieser Untersuchung sollen die beiden Randbedinungen betrachtet werden.

In Abbildung 3 ist deutlich zu erkennen, wie grofl der Unterschied des Abkiihlungsprozesses
zwischen einem beliebigen Randpunkt und dem Mittelpunkt der Kartoffel ist. Das gilt

13



Abkuehlung am Rand und im Mittelpunkt fiir Diri
T T T

ichlet-Randbedingungen Abkuehlung am Rand und im Mittelpunkt fiir Robin-Randbedingungen
T T T

Mittelpunkt
Randpunkt

Mittelpunkt
Randpunkt

Abbildung 3: Vergleich des

n L L
2 25 0 0.5 1 15 2 25

Abkiihlungsprozesses an einem Randpunkt und in der Mit-

te der Kartoffel. links: fiir Dirichlet-Randbedingungen. rechts: fiir Robin-
Randbedingungen

fiir beide betrachteten Randbedingungen.

Wiéhrend die Temperatur am Rand schon nach einigen Sekunden unter die geforderten
333 Kelvin gefallen ist, dauert es im Mittelpunkt fast sechseinhalb Stunden, bis die
Kartoffel sich weitestgehend abgekiihlt hat.

Zeit, nachdem sich die Temperatur unter 333K gesenkt hat

X107 Abkuehlung unter 333 Kelvin
T T T T

Robin-Randbedingungen

9
Dirichlet-Randbedingungen

Abbildung 4: Abkiihlungsprozess innerhalb der Kartoffel nach Zeit

Wie in Abbildung 4 nochmals verdeutlicht wird, gibt es einen erheblichen Unterschied
zwischen der Abkiihlungszeit der Kartoffel, je nachdem welcher Punkt betrachtet wird.
Auch wird hier deutlich, dass die Abkiihlung-Radius-Beziehung annéhernd linear ist.

Abgesehen von einigen Punkten gibt es jedoch keine Unterschiede, ob man das Pro-

blem mit Robin’schen oder

mit Dirichlet-Randbedingungen betrachtet.
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5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine parabolische partielle Differentialgleichung numerisch gelost.
Dazu wurde zunéchst das Problem so diskretisiert, dass man es mit Hilfe eines numeri-
schen Algorithmus 16sen kann. Die Methode der Finiten-Volumen war dabei von groflem
Nutzen.

Aber es hitte auch eine Vielzahl von anderen Methoden gegeben, um dieses Problem
zu l6sen, beispielsweise die Finite-Differenzen-Methode oder auch die Finite-Elemente-
Methode.

Das Problem wurde um ein Einiges erleichtert, da es auf einem kugelférmigen Gebiet
gelost werden sollte. Dadurch konnte man die Aufgabenstellung so vereinfachen, dass
man nur noch ein eindimensionales Problem zu 16sen hatte.

Die Auswertung der numerischen Berechnung hat gezeigt, dass es zwar einige kleine
Unterschiede gibt, ob man nun Dirichlet-, Robin’sche oder auch andere Randbedingun-
gen ansetzt. Allerdings es gab keine groflen Abweichungen zwischen den Losungen, was
auch zu erwarten war.

Auch wurde deutlich, dass sich Kartoffeln am Rand zwar sehr schnell abkiihlen,
aber je nidher man dem Mittelpunkt der Kartoffel kommt, desto ldnger dauert dieser
Abkiihlungsprozess.
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6 Anhang

Listing 1: Quellcode fiir die Berechnung des Problems mit Dirichlet-Randbedingungen

language
)
% Programm zum Loesen des Kartoffel-Problems mit homogenen Dirichlet - Randbedingungen
)
function [U] = Kartoffel_Dirichlet(m, t)
% n : Anzahl der genutzten Stuetzstellen
% t : Zeitintervall, auf dem das Problem betrachtet werden soll
% U : Loesung als Matrix der Groesse size(t) x n, d.h. in der
% n-ten Spalte steht die Temperatur zu jedem Zeitschritt aus t

% Initialisierung

% Intervallgrenzen

RO = 0.;

R1 = 5.;

% Abstand zwischen den Stuetzstellen
h = (R1 - RO)/n;

% Starttemperatur

TempO = 373.;

% Temperatur des Wasserbads

TempN = 291.;

% Physikalische Konstanten der Kartoffel
a = 5.6/3600%1.0e-4;

% Stuetzstellen

stuetz = linspace(RO+h/2, R1-h/2, n);
% Randpunkte der Voronoi-Zellen
randpkt = linspace(RO, R1, n+1);

% Anfangsbedingung

u0 = ones(n, 1)*TempO ;

% Berechnung von A
A = zeros(n, n);

A(1,1) = a*x(randpkt(1)°2 + randpkt(2)°2)/h / (stuetz (1) 2*h);

A(1,2) = (-a*randpkt(2)~2/h) / (stuetz(1)"2 * h);

for i = 2: n-1
A(i,i) = a*(randpkt(i+1)~2 + randpkt(i)~2)/h / (stuetz(i)~"2 * h);
A(i,i-1) = (-axrandpkt(i)~2/h) / (stuetz(i)~"2 * h);
A(i,i+1) = (-a*randpkt(i+1)"2 /h) / (stuetz(i)~2 * h);

end

A(n,n-1) = (-a*randpkt(n)~2/h) / (stuetz(n) 2xh);

A(n,n) = (a*randpkt(n)~2/ h + a*randpkt (n+1)"2/ h ) / (stuetz(n)~2x*h);

% rechte Seite

F = zeros(n,1);

% Randbedingung in letzte Zeile

F(n) = axrandpkt(n+1)"2 * TempN/(stuetz(n)~2 * h~2);

% Gleichungssystem mit ode23s loesen
lgs = @( t , x ) -A*xx+F ;

[T,U]l= ode23s (@( t , x ) lgs(t,x), t, ul0);
end
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Listing 2: Quellcode fiir die Berechnung des Problems mit Robin-Randbedingungen

language
h
% Programm zum Loesen des Kartoffel-Problems mit Robin-Randbedingungen
h
function [U] = Kartoffel_Robin(n, t)
% n : Anzahl der genutzten Stuetzstellen
% t : Zeitintervall, auf dem das Problem betrachtet werden soll
% U : Loesung als Matrix der Groesse size(t) x n, d.h. in der
yA n-ten Spalte steht die Temperatur zu jedem Zeitschritt aus t

%%Initialisierung

% Intervallgrenzen

RO = 0.;

R1 = 5.;

% Abstand zwischen den Stuetzstellen
h = (R1 - RO)/n;

% Starttemperatur

TempO = 373.;

% Temperatur des Wasserbads

TempN = 291.;

% Physikalische Konstanten der Kartoffel
a = 5.6/3600%1.0e-4;

lambda = 0.16;

alpha = 30;

% Stuetzstellen

stuetz = linspace(RO+h/2, R1-h/2, n);
% Randpunkte der Voronoi-Zellen
randpkt = linspace(RO, R1, n+1);

% Anfangsbedingung

u0 = ones(n, 1)*TempO ;

% Berechnung von A
A = zeros(n, n);

A(1,1) ax(randpkt (1) "2 + randpkt(2)~2)/h / (stuetz (1) 2%h);
A(1,2) = (-a*randpkt(2)~2/h) / (stuetz(1)"2 * h);

for i = 2: n-1
A(i,i) = a*(randpkt(i+1)"2 + randpkt(i)~2)/h / (stuetz(i)~"2 * h);
A(i,i-1) = (-a*randpkt(i)~2/h) / (stuetz(i)~"2 * h);
A(i,i+1) = (-a*randpkt(i+1)°2 /h) / (stuetz(i)~2 * h);
end
A(n,n-1) = (-a*randpkt(n)~2/h) / (stuetz(n)~2xh);
A(n,n) = (a*randpkt (n)~2/ h + a*randpkt (n+1)"2/ h ) / (stuetz(mn) 2*h)-a*randpkt(n+1)~2/h*(lambda/h)/

% rechte Seite

F = zeros(n,1);

% Randbedingung in letzte Zeile

F(n) = a*randpkt(n+1)~2 * alpha/h / (lambda/h + alpha ) * TempN/(stuetz(n)~2 * h);

% Gleichungssystem mit ode23s loesen
lgs = @( t , x ) -A*xx+F ;

[T,U]l= ode23s (e( t , x ) 1lgs(t,x), t, u0);
end
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