3 Stationare Prozesse (Version November 2017)

3.1 MaBerhaltende Transformationen

In diesem Kapitel fiihren wir zunéchst den Begriff der maferhaltenden Transformation auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum ein und definieren, wann eine solche Transformation ergodisch
bzw. mischend hei3t. Parallel dazu entwickeln wir den Begriff eines stationdren Prozesses und
erarbeiten die Beziehung zwischen diesen Begriffen. Hohepunkt des Kapitels ist der Ergoden-
satz, Satz 3.12. Im ganzen Kapitel ist (€2, F, IP) ein fester Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 3.1. Sei (£, &) ein Messraum. Ein (£, £)-wertiger Prozess X = (X,,)nen heilt
stationdr, wenn gilt

L(Xn)nen) = L{(Xn+1)nen)-
Bemerkung: Induktiv folgt dann fiir jedes £ € N
£((Xn)neN) = ‘C((Xn+k)n€N)'
Bemerkung: Ein (F, £)-wertiger Prozess X ist stationir, genau dann wenn fiir jedes k£ € N
L((X1, Xo, .., Xi)) = L(( X2, X3, ooy Xi11))

gilt.
Bemerkung: Statt N wird oft auch Nj als Indexmenge eines stationdren Prozesses verwendet.

Warnung: Man beachte, dass es in obiger Definition keineswegs geniigt, dass £(X,) =
L(X,41) fiir alle n € N gilt: Sind zum Beispiel Y7, Y5, ... unabhingig N (0, 1)-verteilt und
X; = Xo = Yound X, := Y fir £ > 3, dann gilt £(X,,) = L£(X,41) = N(0,1) fiir alle
n € N, aber der Prozess (X,,)nen ist nicht stationir, da zum Beispiel £(X;, X)) # L(Xs, X3)!

Beispiel: Jede Folge von u.i.v. Zufallsgroen (mit Werten in einem beliebigen Messraum
(E, &)) ist ein stationdrer Prozess.

Definition 3.2. Eine Abbildung 7" : Q2 — 2 heilt maferhaltende Transformation auf (2, F,P),
wenn 1" F-F-messbar ist und P71 = P gilt.

Bemerkung: Die messbare Abbildung 7" : 0 — €2 ist maBerhaltend genau dann, wenn
PT-1(A) = P(A) fiir alle A aus einem N-stabilen Erzeuger von F gilt.

Lemma 3.3. Sei T eine maflerhaltende Transformation auf (0, F,P) und Y eine (E, E)-wertige
Zufallsgrifie auf (2, F,P). Dannist X1 =Y, Xy := Xj 0T, X3:= Xy0T, ... stationdr.

Beweis. Fiirn € Nund A, ..., A, € & gilt

P{X, € A,.. X, € A} =PI X, € A, ..X, €A}
=P{Xj0T€A,. . XpoTeA,}=P{Xo€Ay,.... X;11 € A}



Da{A; x .. x A, x Ex ..;n€N, Ay, .. A, €&} ein N-stabiler Erzeuger von £ ist, folgt
die Behauptung. U

Es stellt sich die Frage nach einer Umkehrung von Lemma 3.3. Nun kann man sehr leicht
sehen, dass es zu einem gegebenen stationdren Prozess X = (X,,),en auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F,P) im allgemeinen keine maferhaltende Transformation 7" auf (2, F,P)
und ZufallsgroBe Y gibt, so dass

Xi=Y, Xo=X10T, X3:=X50T, ...

gilt (siehe das Beispiel weiter unten). Es gilt aber folgendes:

X : (Q,F,P) — (EY,EN) ist messbar. Sei P = PX~! die Verteilung von X und 7' :
EN — EN der Linksshift definiert als T'((z1, 2o, ...)) = (22, 3,...). Dann ist T" maBerhal-
tend auf (EV, EN, P) (wie man sehr leicht iiberpriift). Daher ist der kanonische Prozess X auf
(EN, EN, P), definiert durch X,, (1, z,, ...) := , stationir. Es gilt £(X) = £(X) = P und fiir
Y (21, x9,...) = x; gilt

X;=Y, Xo=YoT, X3=YoT? ..

Beispiel: Sei 2 = {a,b,c}, F = P(Q)und P({a}) = 1/2, P({b}) = P({c}) = 1/4. Weiter
gelte: X, (a) =1, X,,(b) = X,,(c) = 0, falls n gerade ist und X,,(a) = 0, X,,(b) = X,,(¢c) =1,
falls n ungerade ist, also

X(a) = (0,1,0,1,0,1, ...)
X(b) = X(c) = (1,0,1,0,1,0...).

X ist stationdr. Es existiert aber keine maBerhaltende Transformation 7" auf (2, F,P), so dass
X9 = X; oT. Angenommen doch, dann gilt

1= Xg(a) = X1<T(a)>7

dh. T'(a) € {b,c}. Angenommen es gilt T'(a) = b, dann gilt 1/4 = P({b}) = PT'({b}) >
P({a}) > 1/2, was nicht moglich ist. Dasselbe gilt im Fall T'(a) = c.

Definition 3.4. Sei 7" eine mafBerhaltende Transformation auf (€2, 7, P).
a) A € F heiBt T-invariant, wenn T~1(A) = A gilt.
b) T heilit ergodisch, wenn fiir jede T-invariante Menge A gilt: P(A) € {0, 1}.

Bezeichnung und Bemerkung: Ist 7" eine maBerhaltende Transformation auf (2, F,P), so
wird die Familie aller 7-invarianten Mengen mit 7 bezeichnet. Man iiberpriift unschwer, dass
J eine Teil-o-Algebra von F ist. Man nennt 7 die invariante o-Algebra (beziiglich T').



Definition 3.5. Eine mafierhaltende Transformation 7" auf (2, 7, P) heiit mischend, wenn fiir
alle A, B € F gilt:
lim P(ANT"B) =P(A)P(B).

n—oo

Proposition 3.6. Jede mischende Transformation ist ergodisch.

Beweis. Ist 7" mischend und A € F T-invariant, so gilt
P(A)=P(ANA)=P(ANT"A) = P(A)-P(A),
das heiBt P(A) = (P(A))?, also P(A) € {0,1}. Somit ist 7" ergodisch. O

Lemma 3.7. Sei T' eine maferhaltende Transformation auf (2, F,P) und D ein N-stabiler

Erzeuger von F. Wenn
lim P(ANT"B) =P(A)P(B)

n—oo

fiir alle A, B € D gilt, dann ist T mischend.

Beweis.
1. Schritt: Fiir B € D sei

Dp:={AecF: P(ANT"B) — P(A)P(B)}.

Dann {iberpriift man sehr leicht, dass Dy ein Dynkinsystem ist. Fiir B € D giltalso D C D C
F und mit dem Hauptsatz iiber Dynkinsysteme folgt Dp = F.
2. Schritt: Fiir A € F sei

Er:={BeF: PANT"B) — P(A)P(B)}.

Dann iiberpriift man ebenso leicht, dass £,4 ein Dynkinsystem ist. Nach dem ersten Schritt folgt
&4 2O D und daher mit dem Hauptsatz iiber Dynkinsysteme £4 = F. O

3.2 Beispiele

Beispiel 3.8. Sei D := {z € C : |z| = 1} der Rand des komplexen Einheitskreises, B die
Borel-o- Algebra auf D und \p das normierte LebesguemaB auf (D, Bp). Weiter sei fiir ¢ € D
die Abbildung T, : D — D definiert durch 7,.(w) := cw. Dann ist 7, maBerhaltend und es gilt:

a) T, ist ergodisch genau dann wenn c keine Einheitswurzel ist.
b) T. ist fiir kein ¢ mischend.

Beweis. Es ist klar, dass 7. fiir jedes ¢ € D malerhaltend ist.
a) Sei ¢ € D eine Einheitswurzel. Dann existiert ein n € N mit ¢ = 1. Sei A € Bp eine
beliebige Menge mit der Eigenschaft 0 < Ap(A4) < +und B := AUT, ' (A)U... uT, " (A).



Dannist B € Bp, T, '(B) = B(daT,"(A) = A)und 0 < A\p(B) < 1. Also ist 7 nicht trivial
und damit 7, nicht ergodisch.

Sei nun c keine Einheitswurzel. Fiir die folgende Uberlegung ist es angenehmer, D mit [0, 1)
zu identifizieren und 7, mit der Abbildung 7..(z) = x + ¢ mod 1 (wobei nun ¢ € [0, 1) irrational
ist). Statt Ap schreiben wir nur A fiir das Lebesguemal auf [0, 1). Sei also A € Bj 1) invariant
unter 7,. Da { e?™*! k € Z} eine ONB des komplexen L?([0,1),\) istund 14 € L2([0, 1), \),
existiert (in L?) eine Darstellung der Form

]_A(t) = ch CQWikt, mit Z |Ck|2 < Q0.
k

keZ

Da A invariant ist, folgt

La(t) = La(To(t) = Y cp e+,

keZ
Da die Darstellung durch eine ONB eindeutig ist, folgt fiir jedes k € Z

Cp = C e27ril~cc7
also entweder ¢, = 0 oder kc € Z. Da c nach Voraussetzung irrational ist, kann kc allenfalls
fiir £ = 0 ganzzahlig sein und daher gilt ¢, = 0 fiir alle k£ # 0. Es folgt also, dass 1 4 fast sicher
gleich der Konstanten ¢ ist (welche notwendigerweise 0 oder 1 ist). Also folgt A(A) € {0, 1}
und damit die Trivialitdt von 7, d.h. T, ist ergodisch.

b) Es geniigt, die Behauptung in dem Fall zu zeigen, in dem c keine Einheitswurzel ist. Dazu
beachte man zuerst, dass dann die Menge C := {c¢"|n € Ny} dichtin D liegt, denn die Folge hat
(da D kompakt ist) mindestens einen Haufungspunkt wy in D. Seie > Ound m > n > 0 so dass
" —wo| < §und |¢™ —wy| < 5. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung 0 < |¢™™" — 1| < ¢
und damit existiert fiir jedes w € D ein k € Ny, so dass |w — ™ ™*| < ¢, d.h. C ist dicht in D.

Um zu zeigen, dass im Fall, in dem c keine Einheitswurzel ist, 7. nicht mischend ist, wihlen
wir die Mengen A = B = {e*™ : ) < x < i} Da C dicht in D ist, existiert eine Folge
ny, — 0o so dass ANT " (A) = 0 und daher P(ANT ™ (A)) =0 # & =P(A)%. O

Beispiel 3.9. Sei (E, £, ;1) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist der Linksshift 7 : (EN, N, u®N) —
(EN, EN 1®N) maBerhaltend und mischend.

Beweis. Es ist klar, dass 7" maBerhaltend ist. Sei A = A; X ... x Ay, Xx E x ...und B =
By x .. x B, xEx..mitA,,.. B, €. Danngiltfiirn > k

pENANT™(B)) = (A (A p(By)..pt(Bpn) = p (A)p®N(B).

Da Mengen A und B der obigen Form einen N-stabilen Erzeuger von £V bilden, folgt aus
Lemma 3.7, dass 1" mischend ist. O



3.3 Birkhoffscher Ergodensatz

Nun wollen wir den Birkhoffschen Ergodensatz formulieren und beweisen. Dafiir bediirfen wir
des folgenden Lemmas. Im ganzen Abschnitt sei 7' eine mafBerhaltende Transformation auf
(Q, F,P) und J die invariante o-Algebra.

Lemma 3.10. IstY € £1(Q, F,P)und E(Y|J) <0 P-fs., so gilt:

n—1
1 )
lim sup —Z YoT7 <0 Ps.
n—»00 nj:O

Beweis. Erklirt man

n—1
M, =max{0,Y,Y +YoT.Y + Y oT+Y oT? ..., Y oTi},
=0

so gilt: 0 < M, (w) < M,41(w). Insbesondere existiert also M (w) = lim,, 00 M, (w) < 0.
Wir zeigen, dass M < oo fast sicher gilt. Nun ist

Y—G—MnoT:maX{Y,Y+YoT,Y+YoT+YoT2,...,ZYoTj}
=0

und (Y + M, oT)" = max{0,Y + M, 0T} = M, .1, bzw. firn - co: (Y +MoT)" = M.
Wegen |Y (w)| < oo, folgt hieraus:
M(w) = 00 4= (MoT)(w) = M(T(w)) = 0,
d.h. fir A := {M = oo} gilt:
T (A) ={wIT(w) e A} ={MoT =00} ={M =00} =A€ J.
Allgemein gilt fiir reelle Zahlen a,b : (a + b)* = b — min(b, —a). Angewandt auf M,, ergibt

dies:
My = +M,oT)" =M, oT —min{M, oT,-Y} > M,,

d.h.
E(1y M,oT)—E(1y min{M,oT,—Y})>E(14 M,).

Weil A invariant und 7" maBerhaltend ist, gilt:
E(].A Mn e} T) = E(].Tfl(A) Mn e} T) = ]E(].A oT Mn 9] T) = E(].A Mn),

bzw. — da der letzte Ausdruck endlich ist — E(14 min(M, o T,—Y)) < 0. Hieraus folgt
schlieBlich mit dem Satz von der beschrinkten Konvergenz:

E(14 min{MoT,-Y}) <0.

=14 (-Y)

5



Mithin gilt E(14 Y) > 0, woraus sich wegen E(Y|7) < 0 P - f.s. sofort P(A) = 0 ergibt,
dh. M <oo P-fs. Aus

n—1
lZYOTJ' <im,<ium
n4 n n
7=0
folgt dann die Behauptung. U

Lemma 3.11. Ist Z eine reelle J messbare Zufallsgrofle, so gilt: Z o T = Z.

Beweis. Fiir jede reelle Zahl a ist Z~'({a}) € J, dh. Z7{a})=T"YZ'({a}) = (Z o

T)"({a}),also gilt: Z(w) =a < (ZoT)(w)=a,bzw. Z=ZoT. O
Der Birkhoffsche Ergodensatz lautet nun wie folgt.

Satz 3.12. Falls X € L£,(2, F,P) ist, gilt:

n—1

1 .
.1 j_ ]
JLIEOHZOXOT E(X|J) P-fs..
p=

Beweis. Fiir beliebigese¢ > Ound Y := X —E(X|J) —egiltY € £,(Q, F,P)und E(Y'|T) =
—e < 0. Nach Lemma 3.11 ist E(X|J) o TV = E(X|J) fiir alle j, also:

n—1 n—1

1 1 .

— YoTV == XoT’ —E(X|T)—¢
n;g n;g (X]7)

bzw.
1n71 - 1 n—1 A
-y XoT’ = — 7.
nz oT E(X|j)+s+nZYoT
Jj=0 7=0
Mit Lemma 3.10 folgt hieraus:
1 n—1
li Y XoT/'<E(X .
lﬂsipn; oV <E(X|J) +e¢

Die gleiche Uberlegung mit —X € £,(Q, F,P) liefert:

n—o00 n<

n—1
limsup(— lX:XoTj) < -E(X|J)+e¢
7=0

Insgesamt folgt also:

n—1 n—1
1 . 1 .
—e+E(X|J) < liminf — 5 X oT7 <limsup — E XoT? <E(X|T)+e,
n—o0 nj:() n—00 nj:O
also
1 n—1 A
nlgl;lo E]E:O XoT’ =E(X|J) P-fs.



Bemerkung 3.13. Aus Satz 1.50 und Bemerkung 1.51 folgt, dass die Konvergenz im Birkhoff-
schen Ergodensatz auch in L! gilt.

Nun formulieren wir als Folgerung aus dem Birkhoffschen Ergodensatz den Ergodensatz
fiir stationédre Prozesse.

Satz 3.14. Sei X = (X1, Xo, ...) ein reellwertiger, stationdrer Prozess mit E| X | < oo definiert
auf einem Raum (2, F,P). Dann gilt

1 _
~ DX 2 E(G[XTHD)) fs.
=1
wobei J die invariante o-Algebra des Linksshifts T auf (RN, BN, P) ist, wobei P = PX !
Beweis. Nach Satz 3.12 gilt fiir 7 : RN — R, 71 (z) := 1,

n—1

o1 . .
lim ﬁ;“ oTi(z) =E(m|J)(x)  P-As.,

da Eg|m (z)| = E|X;| < oco. Ersetzt man = durch X(w), so folgt

lim Z E(m|J)(X(w)  Pfs.

Wir miissen also noch zeigen, dass E(m|7)(X(w)) = E(X;|X"1(J))(w) P-fast sicher gilt,
also

(i) E(m|J)(X(w)) ist X7(J)-messbar und
(i) [, E(m]T)(X(w))dP(w) = [, X dP fiiralle A € X~1(7).

Zu (1): Dies folgt, da Kompositionen messbarer Abbildungen messbar sind.
Zu (ii): Stelle A € X7!(7) in der Form A = X~ !(A) mit A € J dar. Dann gilt

/Xl(A)E(Wﬂj)(X(w)) dP(w) = /A]E(Wl‘j)(@ d]fp(x)
:/Am@dp(x) :/Xl( 5 PE@) dP() = /X oy i) P

— A)
womit die Behauptung gezeigt ist. U
Als Korollar erhalten wir das starke Gesetz der grolen Zahlen fiir u.i.v. Zufallsgroen.
Korollar 3.15. Seien X1, Xo, ... w.i.v. in L' (2, F,P). Dann folgt lim,,_,, % Z?Zl X; = EX;
f-s.

Beweis. Sei P die Verteilung von X = (X1, X5, ...), d.h. P = £(X;)®N. Nach Beispiel 3.9 ist
der Linksshift 7 : (RN, BY,P) — (RN, BY,P) ergodisch. Daher ist die zugehorige invariante
o-Algebra J trivial, also auch X~1(7), d.h. E(X;|X" (7)) = EX; f.s. und die Behauptung
folgt aus Satz 3.14. U



3.4 Anwendungen des Ergodensatzes
Eine Anwendung des Ergodensatzes ist die folgende Proposition.

Proposition 3.16. Eine maferhaltende Transformation T' auf (), F,P) ist ergodisch genau
dann, wenn fiir alle A, B € F gilt

Jlim — ni P(ANT™(B)) = P(A)P(B)
k=0

Beweis. (nach [1], Seite 426)

“=" Sei T ergodisch und A, B € F. Dann folgt aus dem Ergodensatz

n—1
1
= Lanr-rp(w) = 15(T*w) — 14(w)Elp fs.,
"o
und mit beschriankter Konvergenz folgt die Konvergenz der Erwartungswerte, d.h. die
Behauptung.
“<" Sei A € J (und B := A). Dann gilt

n—1

P(A) = lim - S"P(ANTH(4) = P(4)"

also folgt P(A) € {0, 1}. Also ist T" ergodisch.

3.5 Markovketten

Sei Xy, X, Xo, ... eine irreduzible, stationdre Markovkette definiert auf (2, F,P) mit Werten
in einer abzdhlbaren Menge E. Auf F wihlen wir die Potenzmenge £ als o-Algebra. Weiter sei
P die Verteilung der (stationiiren) Markovkette auf dem Raum (EN°, £No) und 7' : ENo — ENo
der Linksshift. Dann ist 7" maBerhaltend. Weiter gilt der folgende Satz.

Satz 3.17. Es gilt
a) T ist ergodisch.

b) T ist mischend genau dann wenn die Markovkette aperiodisch ist.

Beweis. a) Sei A € EM invariant, dh. T-'(A) = A. Zu zeigen ist P(4) € {0,1}. Sei
T, : ENo — F die Projektion auf die n-te Komponente und F,, := o(m,,m < n) C F,, =
F =&Y n €N, Firz € E sei

hz) = Ey(14)(= E(La|m = z) = P(Alm = 2)),
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wobei E der Erwartungswert beziiglich P ist.

Nun ist E(14|F,),n € Ny ein F-Martingal, welches regulér ist und daher fiir n — oo fast
sicher und in L! gegen 1 4 konvergiert.

Weiter gilt fiir w € ENo und n € N
E(14]F)(w) =E(1y 0o T"F,)(w) = E(140T"|m,)(w)

= BT (Al = wn) = P((s T .)€ Al = n),
= ED(A‘WQ = Wn) = h(ﬂn(w))7

wobei wir beim zweiten und vorletzten Gleichheitszeichen die Markoveigenschaft benutzten.

Da (7, )nen, rekurrent ist und h(r,) fast sicher gegen 14 konvergiert, folgt entweder i = 0
oder h =1, also P(A) € {0,1}.

b) Wir nehmen zuerst an, dass 7" aperiodisch ist und bezeichnen die Ubergangswahrscheinlichkeiten
der Markovkette mit p; ;, 7, j € F und die Verteilung von X, mit y (1 ist die eindeutige invari-
ante Verteilung der Markovkette). Weiter sei

D= {{x € BN g =g, .., T :vm} :m € Ny, vy, ..., 0 € E} U 0.

D ist ein N-stabiler Erzeuger von £, Nun sei A := {z € E™ : 7y = vy, ..., T, = v} und
B :={x € EY : 25 = wy, ..., x) = wy}, Wobei vy, ..., Uy, W, ..., wx € E. Dann gilt fiirn > m
mit der Markoveigenschaft

~

P(ANT™™(B)) = P({Xo = vo, s Xin = v} N {Xyy = wo, ., Xy = wi})

=P X, = wo, ..., Xntk = W H X = ) P(Xo = v, ooy Xony = U).

(n—m)

Der zweite Faktor ist gleich P(A) und der erste ist gleich pe,, wy Duwe.w, ---Puwy_; 0y, - D2 die Kette
aperiodisch ist, konvergiert p%uﬁ) nach dem Hauptsatz fiir Markovketten fiir n — oo gegen
fw, und damit konvergiert P({X,, = wy, ..., Xp1r = wi }| X, = vy,) gegen P(B). Die Behaup-

tung folgt nun aus Lemma 3.7.

Wir miissen noch die Umkehrung zeigen, d.h. zeigen, dass eine irreduzible und stationire
Markovkette, die periodisch ist, nicht mischend sein kann. Da dies sehr einfach und gleichzeitig
eine gute Ubungsaufgabe ist (deren Losung in [1], Seite 428 steht), verzichten wir auf den
Beweis. |

3.6 Erginzungen

Oft ist der folgende Begriff niitzlich.



Definition 3.18. Eine maBerhaltende Transformation 7" auf (2, F, P) heiit schwach mischend,
wenn fiir alle A, B € F gilt:
1 n—1
lim — > " [P(ANT*B) — P(A)P(B)| = 0.

n—oo M
k=0

Offensichtlich ist jede mischende Transformation schwach mischend. Aus Proposition 3.16
folgt sofort, dass jede schwach mischende Transformation ergodisch ist. Das folgende Beispiel
zeigt, dass aus ergodisch nicht schwach mischend folgt. Es gibt Beispiele von schwach mi-
schenden Transformationen, die nicht mischend sind.

Beispiel 3.19. Sei Q2 = {0, 1} mit der Potenzmenge als o-Algebra und der Gleichverteilung P
als Wahrscheinlichkeitsmal. Die Abbildung 7" definiert durch 7°(0) = 1, T'(1) = 0 ist offen-
sichtlich maBlerhaltend und ergodisch aber nicht schwach mischend, wie man sieht, wenn man
A ={0} und B = {1} wihlt.

Ein Hauptgrund fiir die Einfiihrung des Begriffes schwach mischend ist die folgende Aus-
sage, deren Beweis sich in [2] findet.

Satz 3.20. Sei T eine mafierhaltende Transformation auf (2, F,P) und T x T : (Q, F,P) ®
(Q, F,P) definiert durch T x T (w1, ws) := (T'(w1), T(ws)). Dann sind dquivalent

i) T ist schwach mischend
ii) T x T ist ergodisch
iti) T x T ist schwach mischend.

Man beachte, dass daher aus der Ergodizitdt von 1" nicht die Ergodizitidt von T' x T' folgt.
Sie gilt sogar nie, wenn 7" nur ergodisch aber nicht schwach mischend ist. Man iiberzeuge sich
davon, dass in obigem Beispiel 7" x 7" in der Tat nicht ergodisch ist!
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