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Differentialgleichungen I
6. Ubungsblatt

Abgabe in den Tutorien in der Woche vom 01.12. bis 07.12.

Aufgabe 1: ausnahmsweise 5 Punkte
Es seien X = R"™ und A, B: X — X lineare Abbildungen (unabhéngig von t). Zeige
die folgenden Aussagen:

(i) Kommutieren A und B, so gilt e4ef = A8 = eBeA und (ed)™! = e, Ist
zusitzlich B invertierbar, so gilt auch eBAB™" = BeAB~1,
(ii) Es gilt!
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(iii) Es gilt
tB,,
Bv = lim c vy
t\.0 t

fiir beliebige v € X.

(iv) Angenommen, A lasse den Unterraum E C X invariant, fiir alle v € E sei also
auch Av € E. Ist dann u eine Losung des Anfangswertproblems

{u’(t) +Au(t) =0, teR, Q

u(t0> =ug € F,
fiir ein g € R, so ist u(t) € E fur alle t € R.
(v) Sei A nilpotent. Was kann man dann {iber die Losungen von (1) sagen?

(vi) Es habe A einen Eigenwert mit positivem Realteil. Dann gibt es mindestens
eine Losung u der Differentialgleichung u'(t) + Au(t) = 0, fiir die gilt

lim w(t) =0.

t——4o00

Aufgabe 2: 2 Punkte
Es sei X = R", I ein Intervall, A € C(I,£(X)). Wir betrachten ein Fundamentalsy-
stem U € C(I,L(X)) der Differentialgleichung

W (t) + A(t)u(t) = 0. 2)

'Hinweis: Binomische Formel und Bernoullische Ungleichung.



Zeige, dafl eine Abbildung V € C(I,L£(X)) genau dann ein Fundamentalsystem von
(2) ist, wenn es eine invertierbare Abbildung C' € £L(X) gibt mit

V(t) =U(t)C, tel.

Ist C' € £(X) invertierbar und kommutiert C' mit allen A(¢), t € I, so ist auch CU
ein Fundamentalsystem von (2).

Aufgabe 3: 2 Punkte
Bestimme den Propagator der Differentialgleichung u'(t) + Au(t) = 0 (¢ € R) mit

1 2
A= (3 6) |
Lose nun das zugehorige Anfangswertproblem

{u’(t) + Au(t) = f(t),
u(0) = uo,

mit



