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1 PARAMETRISIERTE KURVEN 3
Kurven in R"”

1 Parametrisierte Kurven

Definition 1.1 (Parametrisierte Kurven) FEine parametrisierte Kurve in R™ ist eine glatte Abbil-
dung
v:MCR—R"

eines Intervalls M in den R™. Die Variable t — ~(t) heifit Parameter der Kurve, das Bild v(M) C R"
nennt man Spur, Sp(y).

Bemerkung

e Eine Abbildung v : R — R™ heifit glatt, falls v; € C*°(R) fir allei =1...n.

e Man kann ¢ — ~y(t) als Bewegung eines Punktes im R™ interpretieren. Dann ist %(t) = (@),...,7.®))
die Geschwindigkeit der Bewegung und man nennt ~y eine Trajektorie.

Definition 1.2 (Tangentialvektor & regulire Kurven)

e Der Vektor T(t) :=~'(t) € R™ heifst Tangentialvektor
e Fin Punkt mit v'(t) = 0 heifit singuldrer Punkt

e FEine parametrisierte Kurve heifst reguldr, wenn +'(t) # 0 fir allet € M.
Beispiel 1.1 (Einheitskreis)

1. Die Kurve
cost
y(t) = ( ) M = [0,7]

sint

parametrisiert den oberen Einheitshalbkreis. Ausserdem ist 4/(t) = (— sint, cost) # (0,0) fiir alle
t € M, also ist vy regulér.

2. Die Kurve
0= o ) M=l

ist eine andere Parametrisierung der selben Menge.

Beispiel 1.2 (Traktrix) Betrachte die Kurve

10 = ((qon tmtans ) M= O

cost + Intan %

Die Spur von «(t) heifit Traktriz.
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Z2

cost
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o(t) = —sint+ !
72 B 2 tan(%) cos?(%)

1
s 2sin(%) cos(5)

1
= —gint+ —
sint

cos? ¢

sint

Proposition 1.1 (Eigenschaften der Traktrix) Sei v(t) die in Beispiel [LA definierte parametri-
sterte Kurve. Dann gilt:

e 1 ist requldr fir alle t # 3.
e Der Parameter t ist der Winkel zwischen der y-Achse und dem Tangentialvektor in ~(t).

e Die Linge der Strecke vom Beriihrungspunkt der Tangente zum Schnittpunkt mit der y-Achse ist
konstant 1.

Beweis Es gilt:

cost
Fyl(t) = ( cos? t > =0

sint
& cost=0
o =7
2
Also ist v nur in ¢ = § singulér.
Weiter gilt:
71 (t)
—=
10 sint
tanw:y}(): me _ an ,
v5(t)  cost 72(t) 5 (t)

also ist t = ¢.
Bleibt zu zeigen: |AC|=1.
Es gilt:
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Bemerkung Eine Traktrix ensteht wenn ein Objekt von einem Anderen bei konstanten Abstand ge-
zogen wird, deswegen nennt man sie oft auch Schleppkurve.

Beispiel 1.3 (Logarithmische Spirale)

€2

10 = (g ) M=) /: fﬂ
N7

Die Spur von v heifit logarithmische Spirale. Offensichtlich gilt

lim v(t) =0

t—o0

und

() = e t(—psinpt — cos pt)
T = e t(pcospt —sinpt) |-
Bemerkung Kurven in R? kann man auch als Abbildung ~(t) : M — C betrachten:

t— z(t) := 71(t) + iy2(t) mit
v: M — R2

Fiir die logarithmische Spirale aus Beispiel bekommt man so:

z(t) = e *(cospt+isinpt)
_ e—teipt
et(—l-i—ip) )

1.1 Drehung und Streckung in der komplexen Zahlenebene
Sei z € C mit z = x + iy = re’¥. Fiir a,a € R,a > 0 ist

z—az & r—arund @
eine Streckung (Verlangerung fiir a > 1 bzw. Verkiirzung fiir @ < 1) und r

2z e%2 & resrund o pta ®

eine Drehung um den Winkel a.
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Was passiert nun mit der logarithmischen Spirale?

) _ A )
2(t) = et-1FiP) SN az(t) “= eAtt-1tip)
a-Streckung

_ e(t=A)(=1+ip) yipA

= z(t — A)eipA

— z(t — A).
—pA-Drehung

Man erhilt also wieder die urspriingliche Spirale (mit verschobenem Anfangspunkt).

Proposition 1.2 Die logarithmische Spirale ist fiir M = R invariant beztglich der Drehstreckung

2 6A . efipA _ eA(lfip)'
Beispiel 1.4 (Helix) Betrachte
cost
v(t)=| sint ,M=R
t

e Die Kurve liegt auf dem Zylinder x2 + y? = 1.

e Der Parameter ¢ entspricht dem Winkel zwischen der z-Achse und der Projektion von ~(t) auf

die zy-Ebene.

1.2 Immersierte Kurven

Wir haben in Beispiel [l bereits zwei unterschiedlich parametrisierte Kurven gesehen, deren Spuren
identisch waren. Diese “Gleichheit” beschreiben wir jetzt mathematisch:

Definition 1.3 (Diffeomorphismus & Aquivalenz von Kurven)

a) Seien M, M Intervalle. Dann heifit o : M — M Diffeomorphismus falls:
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i) @ ist bijektiv
i) g € 0
iii) ¢'(t) £0 Vte M.

b) Seien v: M — R™ und 7 : M — R" parametrisierte Kurven. Dann heiffen ~v und v &quivalent
(v ~ 7), wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : M — M gibt, so dass ¥ = v o . Sie heifien
orientiert dquivalent (y ~ %), wenn ¢’ > 0.

¢) Eine (orientierte) immersierte Kurve in R™ ist eine Aquivalenzklasse von reguliren (orientierten)
Kurven.

Bemerkung

e Man iiberlege sich, dass ~ wirklich eine Aquivalenzrelation ist.

e ~ regulér, ¢ Diffeomorphismus = 7 := v o ¢ ist regulir und
Y =1"ee-d =1 =1 l¥l

Die beiden Kurven aus Beispiel [l sind also dieselbe immersierte Kurve.

1.3 Langen von Kurven

Definition 1.4 (Linge) Sei v : [a,b] — R™ eine parametrisierte Kurve. Dann ist die Linge von
definiert durch:

b
L) = [ Il
Dabei ist |7/ (t)|| die Linge des Tangentialvektors.

Motivation: Fiir a =tg < t1 < ... <ty =bgilt

[y(trrr) =) = (e — ) - 1V (te) |-
(th41—tx)—0

Sei e := maxy, ||tk+1 — tx|, dann gilt
m b
Sl -l — [l
k=1 v

Lemma 1.3 Seien v : [a,b] = R™ und 7 : [¢,d] — R™ zwei dquivalente Kurven, v ~ 5. Dann gilt:
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Beweis v ~ 7 & Es existiert ein Diffeomorphismus ¢ : [¢,d] — [a, b] mit

T=70¢
und ¢'(t) #0 Vi € [¢,d]. Nun gilt:
d
LA = [IF@lat. wobei
YU = (e®))
IR (OR0
= [FOI =TG-l
Also folgt:
d
iy = [IFol o
cb
T [yl
= LO)
Das heifit L(vy) ist die Lidnge der immersierten Kurve. O

Zu Beispiel [T1
~(t) = (cost,sint), M = [0, 7], v'(t) = (—sint,cost), |[¥/ ()| =1 Vte M.

= L0) = [N Ollde= [ at=r.
0 0

Manchmal sind Langen auch fiir unendliche Intervalle definiert. Betrachte zum Beispiel die logarithmi-
sche Spirale:

Sie ist gegeben durch

z: [tg,00) — C=R?
t o= z(t) =€) peR.

In R? haben wir dann
V() = (Re(2(1), Im(2(t))) = (71,72)

mit
WOl = ()], da
I2'(t)] = \/Rez(z’(t))—klmz(z’(t))
= JO0)2 + (5(0)2

= IY®l
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Fiir die Lange gilt also

R
L) = Jim [l
to
— [
to

= 7|z'(t)| dt.

Dabei ist 2/(t) = (=1 + ip)e!(=1+%P) also
2 (6)] = V1402 |e7!]- ¥ = V1 +p? e

und somit

/|z'(t)|dt - /\/1+p2 et dt
to to

= /1 +p2/e_tdt.
to

Letztlich ist L(y) = /1 +p? e %, also hat die logarithmische Spirale endliche Linge, obwohl das
Intervall unendlich ist.
1.4 Parametrisierung nach der Bogenlinge

Definition 1.5 (Bogenlingenparametrisierung) Fine parametrisierte Kurve v : M — R™ heifit
parametrisiert nach der Bogenlénge, falls

IOl =1 vteM

Bemerkung Wenn man die Kurve als Trajektorie betrachtet, bedeutet dies, dass man die Kurve mit
konstanter Geschwindigkeit durchlauft.

Satz 1.4 Jede reguldre parametrisierte Kurve ist dquivalent zu einer nach der Bogenldinge parametri-
sterten Kurve. Das bedeutet, jede immersierte Kurve ldsst sich nach der Bogenldinge parametrisieren.

Beweis Sei 7 : M — R" eine reguldre parametrisierte Kurve und M C R. OB.dA. M = [0, m].
Definiere:

e LM - M

o) = [l
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o~ 1 ist streng monoton wachsend, also bijektiv und somit invertierbar. Es gilt:

(t
(t
7'(t) H

/(t

lvo) @I "2 W) - d )l
/ )-#H
@)

2

10
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2 Ebene Kurven

Definition 2.1 (Ebene Kurven) FEine Kurve v: M — R? = C heifit ebene Kurve.

2.1 Kriimmung ebener Kurven

Betrachte die Abbildung (x,y) — (—y,x). Sie ist eine Drehung um 90° in positiver Richtung. Diese
lineare Abbildung wird in R? dargestellt als

2 9 (0 -1
J:R* — R?, J—(l 0 .

In der komplexen Ebene beschreibt man dies durch Multiplikation mit e*

s
2

= 4. Dann ist

T2

Sei nun v : M — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve, also || T'(t)|| = 1 Vt € M.

Definiere:
N=JT

Dann ist ||[N|| =1 und (N,T) = 0. Ausserdem ist
(1,Ty=1 = 2(T,T"Y=0
TLT
T'||N
T = kN, mit K : M — R.

t ¢

Weiter hat man:
N =T = JT’
= JeN =rJJT
—kT.

Daraus ergibt sich folgende

Definition 2.2 (Frenetgleichungen & Kriimmung) Sei M C R ein Intervall und v : M — R?
nach der Bogenlinge parametrisiert. Weiter bezeichne T := ~" und N := JT. Das System von Glei-
chungen:

v =T, T'=kN, N =—kT

nennt man die Frenet Gleichungen der Kurve . Die Funktion k : M — R heiffit Krimmung von ~y.

Bemerkung Im Gegensatz zum Tangentialvektor, dessen Linge ja von der Parametrisierung abhéngt,
ist es hilfreich den Normalenvektor immer auf Linge 1 zu normieren. Also allgemein
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2.1.1 Geometrische Bedeutung der Kriimmung
In der physikalischen Interpretation entspricht
v(t) < dem Ort

v'(t) < der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢.

~"(t) < der Beschleunigung

Im Falle nach der Bogenlénge parametrisierter Kurven gelten die Frenet-Gleichungen, also gibt es keine
Anderung des Betrages der Geschwindigkeit, sondern nur eine Richtungsdnderung von 7', d.h. es handelt
sich nur um eine seitliche Beschleunigung,

T = kN = |T'|| = |x].

iR

maximale Beschleunigung

Zu erwarten:

Berechnung der Kriimmung;:

T'(s1)

Wir stellen T" wie folgt dar:

e im Reellen
T(s) = (cos(0(s)),sin(6(s)))
e im Komplexen

T(s) = ), mit N(s) = iT(s) = ie?(*).

Dabei ist 6(s) der Winkel zwischen T' und z—Achse bzw. reeller Achse.
Nun ist
T’(S) _ (eie(s))/
i6'(5)e?),

Andererseits gilt nach den Frenet-Gleichungen

T'(s) = kN
K(s)ie??®),
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Daraus folgt:
r(s) = 0'(s)

Die Krimmung ist also die Winkelgeschwindigkeit von T.

Bemerkung Geometrisch ist § nur bis auf 2aN, N € Z definiert. Fiir jede Kurve kann man aber
0 : M — R als glatte Funktion wéhlen.

Proposition 2.1 (Eindeutigkeit von ) Sei M C R ein Intervall und T : M — S! eine C'-
Abbildung. Dann gibt es eine C-Funktion 6 : M — R, mit T(s) = ). Dabei ist 0(s) auf M
eindeutig bestimmt bis auf @ — 0+ 21N, N € Z.

Beweis Wihle so und 6y € R so, dass T'(so) = e igt. (Nach der Bemerkung ist 6y nur bis auf
Vielfaches von 27 eindeutig).
Sei

S

0(s) := 6y + /m(t)dt.
s0
Zu zeigen: T(s) = (),
Dazu betrachten wir
C(s) := e 9)T(5) €St

Es gilt
C(s0) = e T (s0) =1
C'(s) = —i6/(s)e" )T (s) + 70T (s)
0'=x e 706 (—ik(s)T(s) + T'(s))
Frenet, N=iT e 0 (—k(s)N(s) + K(s)N(s)) = 0

2.1.2 Kriimmung nicht nach der Bogenlinge parametrisierter Kurven

Seien

¥y :[0,L]—=C nach der Bogenlidnge parametrisiert (7" = T = kN ), und
¢ @ [a,b] — [0, L] ein Diffeomorphismus mit ¢'(¢) > 0.

Dann ist y(t) := Y((t)), 7 : [a,b] — C, t — ~(t) zwar noch regulir, jedoch im Allgemeinen nicht mehr
nach der Bogenldnge parametrisiert.

Wir haben Kriimmung fiir nach der Bogenldnge parametrisierte Kurven definiert und fithren nun die
Kriimmung allgemeiner Kurven darauf zuriick. Dementsprechend ist die Kriimmung in einem Punkt
von 7 definiert als die Kriimmung von 7 in_diesem Punkt. Diese Grofe leiten wir jetzt aus dem Nor-
malenanteil von v/ = T” in Richtung N = N ab:

s=p(t) dy v=0' (t) ~
V() TET S () TE v =To= v =1l

dj: dj: ’ Frenet ~ 7
E—d—s-cp(t) =""KuN,
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gilt N
AT ~dv
= — T—
a T

Also

14

— F?N 4+ Tv'.

- - !/
<’}//,N> — <’}//,N> — E’Uz — <’7”,JT> — <'7//7ny—>
v

~ 1 4 /
<:>f€=v—3<7 ).

—bo

Wegen (A, JB) = ((a} b

): Co )

a1by + asby = —det(A, B) haben wir also bewiesen:

Satz 2.2 (Kriimmung einer ebenen Kurve) Sei v
Kriimmung gegeben durch
det(v",")

K=—
1ed1k

M — C reguldr und € C?. Dann ist die

Beispiel 2.1 (Graph als Kurve) Wir kénnen den Graphen einer Funktion von R nach R als Kurve

v : R — R? interpretieren.

Dann gilt:
1) = () 7@ = () 7@ = ()
17 (@) = V1+ (f'(x))
detw//ﬁ/) = det (f0"7 fl') _ _f//
o — fl/
(1+(f1?2)/

2.2 Lokale Eigenschaften ebener Kurven
Normale

Tangente

T

Orientierung

Die Orientierung ist fiir das Vorzeichen der Kriimmung bedeutsam.

Proposition 2.3 (Wendepunkte) Seivy : M — R? eine parametrisierte Kurve. Dann gilt:

Fiir eine > 0 ist die M t
o 5(t) {10 ir ein ist die Menge {~(t) |

k(to) = 0 und

w(to) 70 (t) | £ € Uy ).

v hat in y(to) einen Wendepunkt,
= U, von to liegen auf jeder Seite der der Tangente an y(tg) Punkte aus

t € (to—e, to+e) I\ {v(to) } vollstindig

in der offenen Halbebene {y(to)+z | x € R% (N(to),z){ < }0} enthalten.

d. h. fiir jede bliebig kleine Umgbung

Tangente
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Beweis Sei v(s) nach der Bogenlinge parametrisiert. Definiere

h(s) := {y(s) — v(s0), N(s0)), und Hy := {’7(80) + x|z eR? (x,N(sp)) {Z} O} )

N{(so0)

>0 & q(s)e Hy

Es gilt: h(s){ <0 o ls)cH.

Taylorentwicklung von h um die Stelle sq:

W(s) = {(v(s) = v(s0); N(s0))" = (v'(s), N(s0)) = (T'(s), N(s0))
= hl(So) T(SO)éN(SO)

h'(s) = (T'(s), N(s0)) = (T"(s), N(s0)) """ {s(s)N (s), N(s0))
= h'(so) = k(s0).

h"(s) = (K(s)N(s), N(s0))" = (K'(s)N(s) + £(s)N"(s), N(s0))

N hI”(SO) N/(so)é-N(so)

Also ist ) )
h(s) = 5r(s0)(s — s0)% + gﬁ’(So)(S —50)° + 0l(s — s0)°|-

Fiir £(s0) { $ } 0 gibt es also eine e-Umgebung U, um s, so dass fiir alle s € U, gilt: h(s){ < } 0. Damit
ist die erste Behauptung gezeigt.

Wenn £(sg) = 0 und &/(sg) # 0 ist, dann gilt Ve > 0 3 s1,82 € Uz : h(s1) > 0,h(s2) < 0, also die
zweite Aussage. O

2.2.1 Schmiegekreise

Sei «y eine regulire nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve und so € R, so dass k(sg) # 0. Betrachte
alle Kreise, die v in 7y(s¢) berithren, d.h. deren Tangente an diesem Punkt mit der Tangente an die
Kurve iibereinstimmt.

Fiir jeden solchen Kreis gilt: Der Mittelpunkt p liegt auf der Normalen, also
p="7(s0) + AN(s0), N € R. (1)

Wir zeigen zunéchst, dass sich die Kurve auch wirklich an die genannten Kreise “anschmiegt” und

definieren anschlieflend den Begriff.
Normale

s
Tangente 7U

A

p B,



2 EBENE KURVEN 16

Proposition 2.4 Seien v und A wie oben mit k(sp) # 0 und € > 0 beliebig. Dann gilt:

Fiir ein s € UE(SO) ll@gt ’7(8) { ausserhalb} des

innerhalb

<
A(so) {S31 & Kreises By := {z € R? | |z — p| < |A[}.

Beweis Definiere

d(s) = |v(s)—p]* = |\
d(s){2}0 & (s) liegt {aussethalb } By,

Weiter ist
d(s) D 1)~ y(s0) = AN (o) — AP = d(so) = 0.
d'(s) = (y(s) = (s0) = AN(s0),7(s) — 7(s0) = AN (s0))’
= 2(v'(s),7(s) = v(s0) — AN(s0))
= d/(So) =0.
d'(s) = 2(T"(s),7(s) = y(s0) = AN(s0)) + 2(T(s), T(s))-
Also haben wir
d"(s0) = 2(I"(s0),=AN(s0)) +2

Frenet —2Mk(50)(N (s0), N(s0)) +2
= 2(1 - )\Ii(So)).

Taylorentwicklung:
d(s) = (1 = Mk(s0))(s — 50)% + O(|s — s0/?).

In einer kleinen Umgebung gilt also:
d(s) { b b s A(so) {5} 1.

O

Definition 2.3 (Schmiegekreis) Seik(so) # 0. Dann heifit der Kreis mit Mittelpunkt ”y(so)—kﬁN(so)

und Radius |@| der Schmiegekreis von v in v(so).
Bemerkung
Tangente = lineare Approximation
Schmiegekreis = quadratische Approximation
v

Spezialfille: Wenn v ein Kreis ist, dann sind alle Schmiegekreise gleich ~, wenn k(sp) = 0 ist, dann ist
der Schmiegekreis eine Gerade.
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2.3 Evoluten & Evolventen

Wir betrachten nun die Kurve, die durch die Mittelpunkte der Schmiegekreise beschrieben wird.

Definition 2.4 (Evolute) Sei v(s) nach der Bogenlinge parametrisiert und k(s) # 0 fir alle s € M.
Dann heifit die parametrisierte Kurve

Evolute von ~.

p(s) ist das Zentrum des Schmiegekreises, der v im Punkt v(s) approzimiert.

Proposition 2.5 (Eigenschaften der Evolute)

(51) Yyt
a) p ist eine requlire Kurve nur da, wo £'(s) # 0. e 1
vy
b) Die Tangente der Evolute in p(s) ist normal zu v in ~y(s). Y V/ v
\
¢) Seinen N1, No die Normalen von v in zwei benachbarten Punkten ,\/
s1 und sa. Fiir s — s1 konvergiert der Schnittpunkt der Normalen // i\ p(s1)
gegen den Punkt p(s1) der Evolute von 7. K I' |
I
I

Beweis Zu a): Fiir nach der Bogenlénge parametrisierte Kurven gilt:

oK) s R o) Frenet _K(s) )
Ps) =7 K2(8>N( )+I£(S)N( ) Hz(S)N( ),

also
FE =150 £0 & () 20

Sei t +— 7(t) eine beliebige regulire Parametrisierung (¢ — s(¢) Diffeomorphismus ~» Parametrisierung
nach der Bogenlidnge) und ¢ — p(t) die entsprechende Parametrisierung der Evolute. Es ist

A _dp ds
dt — ds dt’
Da%;«éo, ist also
D) 1o o | 20
dt ds '

Deswegen gelten die Behauptungen allgemein fiir reguléire parametrisierte Kurven.

Spezialfall: Falls v ein Kreis ist, ist p(s) = p fiir alle s. Dann ist x(s) konstant, also £’(s) = 0.

Zu b): Aus a) folgt p'(s)||N(s), da
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Zu ¢): Die Normalen von 7 in den Punkten v(s1) und v(sz2) sind gegeben durch

Ny
No

Ny 27(81)+)\N(81), AER,
Nz :v(s2) + uN(s2), peR.

S2

Berechnung des Schnittpunkts:
V(1) + AN(s1) = 7(s2) + N (s2).
Taylorentwicklung von v und N um s; liefert fiir so — s1:

Y(s2) + puN(s2) = v(s1) + T(s1)(s2 — s1) + w(N(s1) +  N'(s1) (52 — 1)) +0(s2 — 51).
——

=—r(s1)T(s1)
Damit schreibt sich die Schnittpunktgleichung als

Y(s1) + AN(s1) = v(s1) + uN(s1) + (T'(s1) — pr(s1)T(s1))(s2 — s1) + 0o(s2 — s1)

=A=p p=

Also ist der Schnittpunkt p(sy). O

Definition 2.5 (Evolvente) Seip: I — R? die Evolute von vy : I — R2. Dann nennt man v Evolvente
VOn P.

Bemerkung Erst nach der Wahl eines Startpunktes ps auf einer Tangente von p ist eine Evolvente
eindeutig bestimmt.

n D2

V2

2.4 Kongruenz von Kurven

Betrachte folgende Transformationen in der komplexen Ebene:

e z2—az, a € C ist eine Drehstreckung, insbesondere ist
z+— €%z, « € R eine Drehung um den Winkel o (um 0).

e z2— z+4a, a € C ist eine Translation um den Vektor a
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Definition 2.6 (Euklidische Bewegungen & kongruente Kurven)

i) Transformationen z — e'“2 +a, a € C, a € R heiflen euklidische Bewegungen der Ebene. Die
euklidischen Bewegungen der Ebene bilden eine Gruppe.

it) Zwei parametrisierte Kurven, z,z : I — C heiflen gleichsinnig kongruent, wenn es eine euklidi-
sche Bewegung, also a € C und o € R gibt, so dass Z(t) = e"*z(t) + a ist.

euklidische Transformation -
z(t)
z(t) —

Lemma 2.6 (Kriimmung kongruenter Kurven) Gleichsinnig kongruente Kurven haben an ent-
sprechenden Stellen dieselbe Krimmunyg.

Beweis Seien z(s), Z(s) gleichsinnig kongruent und nach der Bogenlinge parametrisiert. Also ist
Z(s) = €'z + a und es gilt:

T(s) =7'(s) = ("2(s) + a) = "*T(s)
= T = o’ et giog N,

Andererseits ist _ - _ .
N(s) =1iT(s) = ie"*T(s) = " *N(s)

) Premet = o
=T "TE KN = Re'™N.

Somit gilt K = &. O

Satz 2.7 (Hauptsatz der Kurventheorie im R?) Es sei eine stetige Funktion r : I — R gegeben.
Dann gibt es eine regulire parametrisierte Kurve v : I — R? (oder z : I — C), so dass s € I die
Bogenlinge und k(s) die Kriimmung von v ist. Jede andere Kurve ¥ die dieselben Bedingungen erfiillt,
ist gleichsinnig kongruent zu ~.

Bemerkung Hierbei spielt im Gegensatz zu immersierten Kurven die Parametrisierung eine grofie
Rolle. Sonst erhielte man keine Eindeutigkeit.

Beweis

i) Existenz:

—0’ __ 10
Idee : SHK(S)H;-? 0= /Kads =y = /Tds.

——— ——
eindeutig bis eindeutig bis
auf Drehung auf Translation

Wihle also sg € I und definiere

S

0(s) ::/n({)d{, T(s) := e N(s) :=iT(s)

S0
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ii)

Die Kurve z(s) ist nach der Bogenlénge parametrisiert und hat an der Stelle z(s) die Kriimmung

k(s), denn es gilt: ‘
Z(s) =T(s) = e also |2'(s)] = 1 und

T'(s) = (e99) =if'(s) e =0 (s)N(s)
= k(s) = 0'(s) ist Kriimmung an der Stelle z(s).

Eindeutigkeit:

Zu zeigen ist, dass jede Kurve z : I — C mit den selben Eigenschaften gleichsinnig kongruent zu
z ist. D.h. man findet eindeutige o und a, so dass z = €!®z + a. Wiihle also sg € I

Z(s0) = €®z(s0) + a

~ . = a,a sind eindeutig bestimmt.
T(s0) = T (s0) :

>

Definiere

Z(s):=e"z(s)+a (2)
Zu zeigen:

Z(s) =Z(s) Vs € I.
Nun gilt:

T(s0) = ¢ T(s0) ¥ T(s0)
- eié(so) _ ei§(so)
= 0(s0) = 0(s0) + 2mn,n € Z

und

§(s) = R(s) = w(s) Lmme Bz gy — g (s)
= 0(s)=0(s)+2mn, neZ Vsel
= T(s)=T(s) Vsel
= Z'(s) =7"(s) Vsel.

Ausserdem ist
Z(s0) = 2(s0)

=2z(s) =2(s) Vsel.
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3 Diskrete Kurven & Traktrixe

Definition 3.1 (Diskrete Kurven) Eine diskrete Kurve in R™ ist eine Abbildung
v:I—R"
wobei I ein (eventuell unendliches) Intervall in Z ist.

FEine diskrete Kurve heifit reguldr, wenn fir allen € I mit n+1 € I gilt: ||[Yn+1 — Yull # 0.

glatt /\_/ diskret

Bemerkung Diskrete Kurven sind in dem Sinne “parametrisierte” Kurven, dass Intervalle [n, n+1],n €
Z auf die Kanten #,7,51 abgebildet werden. Da diese jedoch durch die Endpunkte festgelegt sind und
die Intervalllinge konstant 1 ist, kann man + also nicht umparametrisieren (wenn eine Kante gleichméBig

durchlaufen werden soll).
Frage: Welche diskreten Kurven kann man nach der Bogenlinge parametrisiert nennen?

Definition 3.2 (Diskrete nach der Bogenlinge parametrisierte Kurven)
i) Fine diskrete Kurve heifft nach der Bogenldnge parametrisiert, wenn
Von+1lel: ||y —Tl =1
it) Sei~y: I — R™ eine diskrete nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve. Dann heifit
To="mt1 =" [Tull=1

Tangentialvektor.

3.1 Kriimmung diskreter Kurven
Idee: definiere durch den “Schmiegekreis”

1. Idee: 3 Punkte definieren immer einen eindeutigen Kreis

. Limes kleiner Kant
Argument: Diskrete Kurve =" "2 24 glatte Kurve.

Der Schmiegekreis kann nicht beliebig klein werden, wenn die
Léngen der Kanten fest sind (Durchmesser)

= Diese Kriimmung kann fiir nach der Bogenlédnge parametrisier-
te Kurven nicht grofler als 2 werden.

2. Idee: Der Kreis muss 3 aufeinanderfolgende Kanten beriihren

on
A 2
B Pnt1
A'y = Yn+1 — Un 2
C
1AL = r(cot%—i—cet%)
1 cot £ + cot, £t
=K =—- =
r [1A]]

Falls nun ¢, oder ¢,+1 — 0 dann K — oo.
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Problem: Was soll man im folgenden Fall machen?

man kann zwar die
Kanten verldngern,
erhélt jedoch trotzdem
keine eindeutigen Kreise!

3. Idee: Fiir nach der Bogenldnge parametrisierte Kurven gilt

1
r=§tan§<:>m:2cot§

3.2 “Traktrixe”

3.2.1 Traktrix einer glatten Kurve
Die Kurve in Beispiel war die Traktix einer Geraden, d.h. in der Interpretation der Schleppkurve
bewegt sich das ziehende Objekt entlang einer Geraden.

Man kann jedoch auch die Traktrix allgemeiner Kurven betrachten:

Definition 3.3 (Traktrix) Seiy : I — R? eine glatte Kurve. Eine Kurve 5 : I — R™ heifit Traktrix
von 7y, falls fir v(t) :=7(t) — y(t) gilt:

(1) ||v(t)]| = const
(2) o(@) || 7'(1)-

Bemerkung Eine Traktrix héngt von der Parametrisierung von v ab, und verschiedene “Traktrixe”
von v unterscheiden sich durch den Vektor v.

Lemma 3.1 Sei v eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve und 5 eine Traktriz von . Dann
ist die Kurve
Yi=v4+2

nach der Bogenlinge parametrisiert und 7 ebenfalls eine Traktriz von 7.

Beweis Nach Voraussetzung ist |y/| = 1, |v| = const und 5 = v+ v, 7 = v + 2v.
Damit gilt:

7.7 = (0 +2,9 +20)

= 14+4E V)Y +4000)
1+4{( +v,0)
1+4H ).

Da |v| konstant ist gilt v L v'r. Zusammen mit 7’ || v folgt schlieBlich v L 7".
= (7',7') = 1 also ist ¥ nach der Bogenléinge parametrisiert und nach Definition sind die Traktixeigen-
schaften erfiillt. O



3 DISKRETE KURVEN & TRAKTRIXE 23

Definition 3.4 (Darboux-Transform) 7 heifit Darboux-Transform von v, wenn vy und 5 nach der
Bogenlinge parametrisiert sind und wenn ||[3(s) — y(s)|| = const aber F(s) — v(s) # const.

Satz 3.2 (Darboux-Transform & Traktrix) Sei~ : I — C eine nach der Bogenlinge parametri-
sterte Kurve. Dann sind dquivalent:

i) 4 ist Darbouz-Transform von ~

it) 7= % (v +7) ist Traktriz von v (und 7).

Beweis Definiere

Also 4" = 4’ 4+ v/ und nach Definition der Darboux-Transform ist |v| = const = v L v'.

Zu zeigen bleibt also

F v & 7 L e (7)) =0.

Rechnung:

(1-1)=0.

| =

@) = (307 +7) 5 G =) = 0T - (o) =

Nun schauen wir uns das ganze im diskreten Fall an:

3.2.2 Traktrix einer diskreten Kurve

Definition 3.5 (Diskrete Traktrix & Darboux-Transform) Sei v : I — C eine diskrete, nach
der Bogenlinge parametrisierte Kurve.

FEine diskrete Kurve v : I — C heifit Darboux-Transform von =y, falls folgendes gilt:
i) 7 ist nach der Bogenlinge parametrisiert
it) ||[¥n — Yull = const
i) (Yn, Yn) und (Yn+1, Ynt1) schneiden sich.

Die Kurve 5 := % (v+7) : I — C heift diskrete Traktrix von v (und 7).
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Bemerkung Die Bedingung dass entsprechende Kanten sich schneiden, verhindert dass eine triviale
Translation ebenfalls Darboux-Transformation ist. Im glatten Fall wird dies dadurch ausgeschlossen,

dass v # const.

Konstruktion der diskreten Traktrix:

) 511-{-3

"""" NI e

Traktrix

Tn
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4 Geschlossene Kurven
Beispiel 4.1 (Ellipse)

v :[0,27] — R?
t— (acos(t),bsin(t)) a,beR.

]
y(t+2m) = (). \

a

_b\
-

Definition 4.1 (Geschlossene Kurven) Fine geschlossene parametrisierte Kurve in R™ ist ein Paar
(v,L), L e R\ {0}, wobei v : R — R"™ eine parametrisierte Kurve ist mit

y(t) =~ (t+L) VteR.

Man nennt v L-periodisch.

Definition 4.2 (Aquivalenz von geschlossenen Kurven) Zwei geschlossene parametrisierte Kur-
ven (v, L), (7, L) heiflen orientiert dquivalent, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : R — R gibt, mit

F=q0p, ¢ >0, p(t+L)=p(t)+ L.

Eine orientierte immersierte geschlossene Kurve im R” ist die ensprechende Aquivalenzklasse [(7, L)].
Die Linge von [(v, L)] ist
L
i [ o)
0

wobei (v, L) ein beliebiges Element der Aquivalenzklasse [(7y, L)] ist.

Bemerkung

e Man iiberlege sich wieder einmal, dass orientierte Aquivalez tatsichlich eine Aquivalenzrelation
ist.

e Zur Wohldefiniertheit der Lénge: Seien +,5 und ¢ wie in der Definition. Dann ist

F®lldt= [ 1oy @lde= [ o) I/l

Tt —

(L) ©(0)+L L
= [ W@las= [ 1ol = [ 1y ©lds
#(0) ©(0) 0

e L ist entscheidend: Falls v L-periodisch ist, so ist v natiirlich auch 2L-periodisch, aber (v, L) und
(,2L) sind nicht orientiert dquivalent.

Satz 4.1 In jeder Aquivalenzklasse [(y, L)] von reguliren geschlossenen parametrisierten Kurven in R™

gibt es (7, L), so dass 7 : R — R™ nach der Bogenlinge parametrisiert ist.
Diese Parametrisierung ist eindeutig bestimmt bis auf (¥, L) — (3, L), wobei 3(s) = (s + a),a € R.
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Beweis Analog zu parametrisierten Kurven:

v : R — R” ist eine regulidre parametrisierte Kurve also parametrisiere nach der Bogenldnge. Man
erhiilt ¥ : R — R™ (Freiheit: 4(0) € Sp(y)). Dann ist 5 periodisch, mit der Periode gleich der Lénge
der Kurve.

~ —~

Seien nun 7 und 7 zwei geschlossene nach der Bogenlénge parametrisierte Kurven mit [(7, L)] = [(7, L)].
Dann gilt
L=1L
und _
F o= 70y
ST 14
= = Il
~— ~—
=1 =1
#20 o =1
S p(s) = s+a,aeR
(|

4.1 Die Tangentenumlaufzahl

Sei (7, L) eine reguliire parametrisierte ebene geschlossene Kurve, also (¢ + L) = v(t) € R
0O.B.d.A. sei v nach der Bogenlénge parametrisiert und somit

T:R—S' T{t+L)=T(t).

Mit R? = C ist T(t) = ¢”). Wihle 6 : R — R, t — 0(t) stetig.

Dann ist
0t + L) = 0(¢) + 2mn, n € Z|
0(t)
000) +n2m | ———— - :
T(t) |
|
!
y(t) " 6(t) 6(0) I
|
|
0 I
Wenn v nicht nach der Bogenlédnge parametrisiert ist, betrachte T .= T

Definition 4.3 (Tangentenumlaufzahl) Sei (v, L) eine regulire parametrisierte ebene geschlossene
Kurve. Dann heifit obiges n € Z Tangentenumlaufzahl (Umlaufzahl, Rotationsindez,...) der Kurve

(v, L).
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Bemerkung Beachte, dass die Tangentenumlaufzahl und alles was sich darauf bezieht nur fiir ebene
Kurven definiert ist.

Satz 4.2 (Tangentenumlaufzahl) Sei (v, L) eine regulire parametrisierte ebene geschlossene Kurve.
Dann ist die Tangentenumlaufzahl gegeben durch

n=or [ KO- O]

Orientiert dquivalente ebene geschlossene Kurven haben dieselbe Umlaufzahl.

Beweis Sei s — 7J(s) eine nach der Bogenlinge parametrisierte ebene geschlossene Kurve mit der
Lénge [.

Dann:
s+l

1 1
2rn = 0(s+1) = 0(s) = [ 0'(©)d¢ = [ 0'()de = [ r(&)de.
[ =[]
Allgemein ist v =7 o ¢, also £ = ¢(t), d€ = |¢'(t)|dt und somit

L
2mn = [ w(t)- /(0
0
wobei £(t) die Kriimmung der parametrisierten Kurve in ¢ ist.

Dies folgt aus

(1) = () = IV &1 Y 7@l -1 @)
T
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4.2 Regulire Homotopie geschlossener Kurven

Idee: Zwei geschlossene Kurven sind reguldr homotop, wenn man die Eine in die Andere “glatt defor-
mieren” kann. In R? sieht das so aus:

singular
70 -@
1 —_—
()/7 \
verboten

SIAORE S

(2) ist eine glatte Deformation, (1) nicht!

Definition 4.4 (Regulire Homotopie geschlossener Kurven) Zwei regulire geschlossene para-

~

metrisierte Kurven (v, L) und (5, L) heifflen regulidr homotop, wenn es eine Abbildung
h:Rx[0,1] = R"™, (¢, A) — h(t,A)

gibt, mit
h(t,0) = y(t) und h(t,1) =7(t)

so dass folgendes gilt:
(a) YA € ]0,1] ist t — ya(t) = h(t, \) eine regulire geschlossene Kurve (yx, L(\))
(b) Die Funktionen R x [0,1] — R"”

() = htN)
(tA) = () = Gh(tN)
W) = dzh(t )

sind stetig.

(¢) Die Periode L()\) von yy ist stetig.

Man nennt t den Deformationsparameter.

Bemerkung Auch (t,\) — Ty(¢) := Hzéggll’ (t,A) — ka(t) und ||74(t)]| sind stetig.
A

T (to)

v k(to) - kx(to)

o)
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Lemma 4.3 (Tangentumlaufzahl) Regulir homotope ebene Kurven haben dieselbe Tangentenum-
laufzahl.

Beweis Sei n()\) die Tangentenumlaufzahl von ~,. Es gilt:

L\
n) = o= [ wale) 1A s
0

also ist n(A) stetig in A\. Da ausserdem n(\) € Z, muss n(\) konstant sein! O
Bemerkung Seien 7,7 : [0, L] — R? zwei regulir homotope Kurven. Dann wird durch
() := Xy (t) + (1 = A)(2)

1.A. keine reguldre Homotopie definiert, denn 4 (¢) = A/ () + (1 — )7/ (¢) kann sehr wohl verschwinden.

4.2.1 Der Satz von Whitney-Graustein

Eine wichtige Erkenntnis liefert der folgende Satz:

Satz 4.4 (Whitney-Graustein) Zwei regulire parametrisierte ebene geschlossene Kurven (v, L),

(7, L) mit derselben Tangentenumlaufzahl sind immer regulir homotop.

Vor dem Beweis zunichst einige Trivialfille:

Lemma 4.5 Seien (v,L) und (7, Z) zwei requldre parametrisierte ebene geschlossene Kurven. Dann
sind hinreichende FEigenschaften fir regulire Homotopie:

a) v und 3 sind orientiert dquivalent: (v, L) ~ (5, L)
b) 7 ist eine positive Streckung von v, d.h. ¥ = ary, a € R”°
c) 7 ist eine Verschiebung von v, d.h. ¥ =y +b, b € R?

d) 7 ist eine Drehung von . In komplexer Schreibweise:
7,7 : R — C = R? wobei 7 = e -y, p € R.

Beweis

zu a) Esgilt: ¥ =v0 ¢, wobei p : R — R, ¢ >0, ga(t—l—é) = ¢(t) + L.
Definiere 71 (t) := 7((1 = M)t + Ap(t), 0 =7, m =7 = 1) =" (1 = A) + A'(¢)).
#0

Wegen ' # 0 ist dies eine regulire Homotopie.
zub) Ya(t) := (1 = X+ Aa)y(b).
zu ¢) ya(t) :=(t) + Ab.

zu d) ya(t) := e y(2).
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O

Bemerkung Aus a) folgt, dass durch regulire Homotopie eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
immersierten orientierten geschlossenen Kurven definiert wird. Insbesondere existiert zu einer gegebenen
positiven Periode in jeder Aquivalenzklasse eine entsprechend parametrisierte Kurve.

Beweis des Satzes
Aufgrund des Lemmas kénnen wir wie folgt vorgehen:

1. Skaliere (v, L) und (7, Z) o, dass ihre Lénge jeweils 1 betrdgt. Anschliefend parametrisiere nach
der Bogenlange.

= Beide Kurven sind nach der Bogenldnge parametrisiert und L = L=1.

2. Verschiebe und drehe die erhaltenen Kurven so, dass

7(0) = 5(0) und T(0) = 7(0).

Fiir die Tangentialvektoren T'(s), T(s) gilt:

T(s) = e 0(s) T(s) — s)

wobei 6(1) — 6(0) = 6(1) — 6(0) = 27n, da die beiden Kurven nach Voraussetzung dieselbe Tangenten-
umlaufzahl n besitzen.

Die Idee ist nun, eine Homotopie zwischen den Winkelfunktionen 6 und 0 anzugeben wodurch die
Tangentialvektoren ineinander iiberfithrt werden. Uber diese ist dann zu integrieren um eine regulére
Homotopie zwischen v und 7 zu erhalten.

Also:

T) ist 1-periodisch, d.h. Ty (1) = Ta(0).

Definiere
S

An(s) = [ Ta(§)dE.
/

Fiir jedes A ist dies eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve, 7, : R — C. Es ist 79 = ~ und
71 = 7. LLA. ist 4 nicht periodisch, bzw. geschlossen! Deswegen definiere:

mw:/n@%:%m—%@.
0

7x(0) Tx(1) = Tx(0)

s e

0 A Er//wm
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Damit ist
A(8) == Aa(s) — sA(N)

eine geschlossene Kurve, denn

(1) = (0) = A (1) = (0) — A(N) = 0.
Es gilt:

e A()) ist eine stetige Funktion von A, da T) stetig von A\ abhiingt.
e A(0)=A(1)=0.

Es bleibt zu iiberpriifen, ob v (s) wirklich eine regulére Homotopie ist, d.h. 74 (s) #0 Vs € R.
Es ist

7a(s) = Ta(s) — A(N),
also folgt aus v4(s) = 0, dass Tx(s) = A(X) also insbesondere ||A(N)|| = 1.

Da 9 (s) nach Bogenlénge parametrisiert ist und somit alle Kurven 7 die Lidnge 1 haben, muss 7, (s)
in diesem Fall eine Gerade sein. Also

:
a(s) = sA(N) +791(0) =01 = const

Dies ist jedoch unmdoglich wenn n # 0!

Es bleibt also nur der Fall n = 0 zu betrachten: Die Idee ist v und 4 (d.h. # und ) so umzuparametri-
sieren, dass 0 # const:

Da 6 und 6 stetig sind und n = 0, gibt es sg, Sp € R, so dass:
6(s) < B(so) und 6(s) < 6(3,) Vs.

Man kann 5 so umparametrisieren, dass so = $p.
Dann gilt Vs: _ _
0x(s0) = (1 — N)0(s0) + Ab(s0) > (1 — X)O(s) + A(s) = Ox(s).

Angenommen 3 A : 0 (so) = 0x(s) Vs, dann wiire mindestens eine der beiden Funktionen 6, 6 konstant.
Dann wiéren jedoch v bzw. 7 nicht geschlossen! Widerspruch O

4.3 Einfach geschlossene ebene Kurven

Definition 4.5 (Einfach geschlossen) FEine geschlossene ebene Kurve (v, L) heifit einfach geschlos-
sen, falls v : [0, L) — R? injektiv ist.

Bemerkung Statt einfach geschlossen sagt man auch eingebettet geschlossen. Injektive immersierte
(geschlossene) Kurven werden dementsprechend auch eingebettete immersierte (geschlossene) Kurven
genannt.
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einfach geschlossen nicht einfach geschlossen

Satz 4.6 (Hopfscher Umlaufzahlsatz) Sei (v, L) eine einfach geschlossene ebene Kurve der Klasse
C?, d.h. mit stetiger Kriimmung. Dann gilt fiir ihre Tangentenumlaufzahl n(y) = £1.

Beweis Parametrisiere v : [0, L] — R?, () = (x(t), y(t)) nach der Bogenléinge und verschiebe/drehe
die Kurve so, dass y(0) = 0 und y(¢) > 0 V¢ € [0, L].

Wir nehmen an, dass 2’(0) > 0 (also % = (1,0)). Definiere:

o A:={(s,t):0<s<t<L}

Y(#)=(s) o
T (T fir s # ¢,
e c:A—S'={zeR?:||z|| =1} als e(s,t) := H’Yv'—g))HZT fiir s = ¢,
— iy = =T fiir (s,t) = (0, L).
¢ Y
. 7(\15) e(s, s)
i/
|
! (s)
|
} - > x
L s e(0,L) [\(0) e(0,0)

Es gibt eine stetige Abbildung 6 : A — R (Winkel zwischen e(s,t) und der x-Achse) mit:
e(s,t) = (cosb(s,t), sind(s,t)).
Wir beweisen dies hier nicht, anschaulich ist es jedoch klar. ..

Mit 6(s) := (s, s) gilt T = ¢, und fiir die Umlaufzahl von v gilt

L
n(y) = % / K(s)ds = 9@2; ©) _ 9<L=L)27—T 6(0,0)
0
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Fiir die Sekanten v(L)—(s) gilt ebenfalls (L, L)—0(0,L) = 7 = 6(L, L)—6(0,0) = 27, also n(y) = +1.
Ebenso erhilt man n(y) = —1 unter der Annahme dass 2’(0) < 0. O

Definition 4.6 (Konvexe ebene geschlossene Kurven) Konvexe ebene geschlossene Kurven kinnen
dquivalent definiert werden als:

i) Rand einer konvezen Menge in R?

it) Kurven deren Kriimmungsfunktion nicht das Vorzeichen wechselt.

Definition 4.7 (Absolutkriimmung) Die totale Absolutkriimmung einer geschlossenen Kurve (y, L)
ist definiert als

L
K(y) = / 15(s) ds.
0

Satz 4.7 (Absolutkriimmung) Die totale Absolutkriimmung einer ebenen geschlossenen Kurve (v, L)
ist grifer oder gleich 2w, K(v) > 2w, mit Gleichheit genau dann wenn die Kurve konvex ist.

Beweis

Mache v zunichst konvex, v — 7 wie im Bild.

Offensichtlich ist K(3) < K(v) mit Gleichheit nur wenn v = 5, d.h. v war
schon konvex. 7 ist konvex und einfach geschlossen, also erhélt man aus dem
Hopfschen Umlaufzahlsatz, dass K () = 2.

O

Bemerkung Wir haben hierbei C? vorausgesetzt. Jedoch kénnen C!'-Kurven mit infinitessimaler
Anderung auf C? “gegliittet” werden.

Definition 4.8 (Scheitel) Fin Scheitel ist ein Punkt s mit x'(s) = 0.

Satz 4.8 (Vier-Scheitelsatz) Eine ebene konvere geschlossene C3-Kurve besitzt mindestens vier
Scheitel.

Zunéchst beweisen wir

Lemma 4.9 Sei (v, L) eben, geschlossen und nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann gilt VA, B,C €

R:
L

d

/(A:z: +By+C)Lds =0
ds

0

wobei y(s) = (x(s),y(s)) und k(s) = Krimmung der Kurve.

Beweis des Lemmas

/C—ds— (K(L) — K(0)) = 0.
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Analog geht man fiir y vor. O

Beweis des Satzes
Seien {4} Punkte mit { minimaler 4 Kriimmung, also #/(p) = £/(¢q) = 0, diese Punkte existicren, da «’

periodisch und stetig ist (v € C3(R, R?)).
Betrachte die Gerade ¢ durch p und g¢:

e Da die Kurve konvex ist, wird sie von £ in zwei Komponenten o und 3 gespalten. Sei Axz+ By+C =
0 die Gleichung zu £.

e o und § seien so gewiihlt, dass die Punkte von { 3 } beschrieben werden durch { ﬁi;igz;igzg } .

Angenommen es gibe keine weiteren Scheitel, so wiirde k' weder auf «, noch auf 8 das Vorzeichen
dndern da k' nach Voraussetzung stetig ist.
Es wiirde also gelten

Ko {2}0=r|g{S}0 bemmne [ (Ax + By + C)fl—:ds {Z}0. Widerspruch! (3)

St —

Es gibt also mindestens einen Scheitel » mehr, 0.B.d.A. auf «.

Weiter wissen wir wegen ([B), dass £’ auf a das Vorzeichen dndern
muss, somit kann 7 also kein Sattelpunkt der Kriimmung sein!
Es existieren also Stellen mit £’ < 0 auf . Da die Kriimmung bei
p minimal, und bei ¢ maximal ist, muss es noch mindestens ein
weiteres Extremum 7 zwischen p und ¢ geben, also x'(7) = 0.

S+ -—=—=—==-=
QA - - - — - — =

Q{
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Bemerkung Der Vier-Scheitelsatz gilt auch fiir nur einfach geschlossene Kurven, ist dafiir jedoch
schwierig zu beweisen.
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5 Drehungen in R?

In Kapitel Bl werden wir uns mit sogenannten gerahmten Kurven beschéftigen, im Hinblick darauf
iiberlegen wir uns zunichst wie man gut Drehungen in R3 beschreiben kann:
5.1 Die Rotationsgruppe

Jede Drehung eines Korpers in R? kann identifiziert werden mit einer Koordinatentransformation, sprich
einer Drehung der Standardbasis.

€2 €1
€3
€3 F
o d
Drehung
1 e

Definition 5.1 (Isometrische Abbildungen) FEine Abbildung F : R™ — R™ heif$t isometrisch, falls
lz —yll = [|F(z) = F(y)l| Vz,y € R™.

5.1.1 Eigenschaften von Drehungen

1. Sei F : R? — R3 eine Drehung, dann ist F isometrisch.

Fiir alle A, B € R3 gilt:
[A=B| =[F(A

7 <\

2. Sei F: R? — R? eine Drehung, dann ist F eine lineare Abbildung.
Fiir alle 2,y € R® und A € R gilt:

Flx+y) = F(z)+F(y)
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3. Wenn (e, ez, e3) eine positiv orientierte Orthonormalbasis ist (d.h. ||e1|| = ||e2|| = ||es|] = 1 und
es = e1 X ez), dann bilden die Vektoren

N =F(e1),B=F(ez) und T = F(es)

ebenfalls eine positiv orientierte Orthonormalbasis; ||N|| = ||B|| =||T||=1und T = N x B.

Lemma 5.1 Eine Drehung in R? um den Nullpunkt kann alternativ beschrieben werden durch:

1. Eine Abbildung, welche eine positiv orientierte Orthonormalbasis in R? auf eine andere abbildet
(e1,e2,e3) — (N, B, T)
und sonst linear ist.
2. Eine Matriz F € Mat(3,R) mit

FTF=FFT
det ' =

|
— o~

F ist die eindeutig bestimmite lineare Abbildung mit
N = F(e1),B = F(ez) und T = F(e3)

d.h. N, B, T sind die Spalten von F mit

N, By Th
F=| Ny By 1Ty
N3 Bz 13

und s s s
N = E el-Nl-, B = E el-Bl-, T = Z €sz
=1 =1 i=1

Beweis Zu zeigen: Das oben definierte F' erfiillt

FTF=71=FFT und detF = 1.

Es gilt:
(N,N) (N,B) (N,T)
F'rF=| (B,N) (B,B) (B,T) | =1
(T,N) (T,B) (T,T)

da (N, B,T) eine Orthonormalbasis ist.
Weiter ist: FTF = FFT da FT = F~!. Fiir det F gilt:

N By T
det ' = det N2 Bg T2
N3 Bs 1Tj

= (N,BxT)

(T,N x B)

1 falls NBT positiv orientiert
—1 falls NBT negativ orientiert.
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Drehungen bilden eine Gruppe ~~ betrachte die Vektorrdume
gl(n,R) := {invertierbare quadratische Matrizen mit reellen Koeffizienten}
so(n,R) := {Acgl(n,R)| AT = —A}.

Proposition 5.2 Die Mengen

O(n) = {Acgl(n,R)|ATA=1T}
SO(n) = {A€O(n)|detA=1}

sind Matrixgruppen.

Bemerkung Man kann in der Definition von O(n) AT A = I durch AAT = I ersetzen, da in diesem
Falle AT = A~1
Beweis Zu zeigen: Seien A, B € O(n), dann gilt AB € O(n) und A~ € O(n). Es gilt:
ABc€O(n) < (AB)T(AB)=1
& BTATAB=B"B=1I
—~
=1

und
A7 eOo(n) & AT €0(n)
o AAT =T
o ATA=1
< AeO(n).

Im Falle von SO(n) muss man nur noch kurz iiberlegen, dass das “Determinante = 1”-Kriterium
ebenfalls erfiillt bleibt (det A = det AT und det AB = det A - det B). O

Bemerkung O(n) zerfillt in zwei Komponenten:

1. SO(n) C O(n) und
2. SO_(n):={A € O(n)|det A = —1}.

Dies gilt, da ATA =1 = (det A)? =1 < det A = +1.

Daraus folgt auch, dass SO_(n) im Gegensatz zu SO(n) keine Untergruppe ist, da “Determinante =
-1” unter Multiplikation nicht erhalten bleibt.

Satz 5.3 SO(3) ist die Rotationsgruppe bzw. Drehgruppe des R3.

Beweis Nach Lemma [l wissen wir, dass es zu jeder Drehung des R? ein entsprechendes Element in
SO(3) gibt. Andererseits beschreibt jedes Element aus SO(3) eine Drehung (Lineare Algebra).

O

5.1.2 Analytische Beschreibung von SO(2) und SO(3)

Wir fangen mit der Beschreibung von SO(2) an:
Lemma 5.4 Es gilt:

AeS012) = 3pec(o,2rn]: A= { cosp  —sing } '
Sln(p COS(p
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Beweis Offensichtlich ist jede Matrix dieser Gestalt in SO(2), denn
det A = cos?p +sin?p =1

und

AT A | oS¢ — sing | | cosy sing
" | sing cosp —sing cosy
Sei also A € SO(2), dann gilt AAT = I und det A = 1. D.h. mit A = [ Z Z } soll gelten

2 p2
r | a®+b° ac+bd | |1 0
A4 _{ac—i—bd A+d> | |01
und
ad — bec = 1.
Wir kénnen also schreiben a = cosp, b = —sin g, ¢ = siny und d = cos¥. Es muss gelten:
ac+bd = 0
& cospsiny —sinpcosyy = 0
&= sin(p —¢) = 0.

o = 1 erfiillt also Bedingung AT A = I. Damit gilt auch wieder det A = ad—bc = cos 2p+sin 29 = 1.

Bemerkung SO(2) ist eine abelsche Gruppe, das heifit:
Fiir alle ¢, ¢ gilt Ay Ay = AyA,.

Nun zu von SO(3):

39

O

Wir werden sehen, dass es mehrere Moglichkeiten gibt diese Gruppe zu beschreiben. Zum Beispiel kann
ein Element aus SO(3) als Drehung um drei Winkel ¢, § und ¢ beschrieben werden. Dabei ist die

Abbildung
(617 627 63) = (N7 B7T)

die Komposition von drei Drehungen
1. eg fest, e; — K durch Drehung um .
2. K fest, e3 — T durch Drehung um 6.
3. T fest, K — N durch Drehung um .

es3 €3

€2

el K K K

Die Winkel ¢, 8 und ¢ heiflen Fulerwinkel.

Bemerkung

e Die Drehrichtung ist konventionsabhéingig. In diesem Falle wurde immer eine Rechtsdrehung

vollfiihrt.

e Die Abbildung (¢, 0, ¢) — F(,0,¢) € SO(3) ist nicht injektiv. Falls § = 0 oder # = 7 finden die

Drehungen um % und ¢ in der selben Ebene statt ~» Drehung um i + ¢.
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5.2 Kontinuierliche Bewegungen

kann man als Lage eines starren Korpers in einem Zeitintervall interpretieren.

F:la,b] — SO(3)

wobei F' eine glatte Abbildung ist. Definiere

und
k = (T',N)
= (T",B
T = (N',B)

Lemma 5.5 Sei F': [a,b] — SO(3) eine Bewegung und k, n und T wie oben. Dann gilt:

0 -7 &K
F'=Ffwobei f=| 7 0 n | €s0(3)
- —n 0

Beweis Sei F' € SO(3) Dann ist f = F7'F' = FTF’ und

N1 Ny N N{ B, T
F'F" = | By By B N, By T}
T, Ty, Ti N; By T}
(N',N) (B',N) (T',N)
= | (N',B) (B',B) (T",B)
(N, T) (B, T) (I'.T)

Da N, B und T konstante Lénge haben, gilt
(N',N)y=(B',B) =(T",T) = 0.

Ausserdem ist

Also folgt die Behauptung. O
Definition 5.2 (Kongruenz kontinuierlicher Bewegungen) Zwei kontinuierliche Bewegungen F, Fv[a, b —
SO(3) heiffen kongruent, wenn ein A € SO(3) existiert, so dass fir alle t € [a,b] gilt:

F(t) = AF(t).

Bemerkung Kongruenz kontinuirlicher Bewegungen ist eine Aquivalenzrelation. Dariiber hinaus gilt:
Wenn F, F € gi(3,R), A€ SO(3) und F = AF, dann ist F € SO(3) & F € SO(3).

Satz 5.6 (Hauptsatz) Zu jedem glatten f : [a,b] — so(3) gibt es eine Bewegung F : [a,b] — SO(3)
mit F' = Ff. Diese Bewegung ist bis auf Kongruenz eindeutig. Also ist F : [a,b] — SO(3) durch
Ky 1, T ¢ [a,b] — R bis auf Kongruenz eindeutig bestimmd.
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Beweis Die Gleichung F’ = Ff ist eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung. Also existiert zu
jedem Anfangswert F'(a) eine eindeutige Losung F : [a,b] — gl(3,R).

Zur Existenz einer Losung in SO(3):

Betrachte die Losung F zu dem Anfangswert F(a) = I. Wir miissen zeigen, dass F(t) € SO(3) fiir alle
t € la,b], dh. FFT = [ und det F = 1.

Definiere D(t) := F(t)FT(t) = D(a) = I. Es gilt nun:

D’ = F'FT + FF'T
FEFISET =TI pppT 4 gyt T
- F(f+fMF"
f==1" 0.

Also gilt D(t) = I fiir alle t € [a,b]. Da die Determinante stetig ist und det F'(a) = det I = 1, gilt
ausserdem det F'(t) =1Vt € [a, b].

Zur Eindeutigkeit: _
Aufgrund der vorherigen Bemerkung geniigt es zu zeigen, dass alle Losungen F' € SO(3) zu Anfangs-
werten F(a) kongruent zu der Losung F zum Anfangswert F(a) = I sind.
Zunichst eine niitzliche allgemeine Formel fiir die Ableitung der Inversen Matrix:
FFl=I=FF'4+FF1)Y=0&

(FY = -F'F'F 1 (4)

Definiere A(t) := F(t)F~1(t) € SO(3) = F = AF. Wir miissen jedoch noch zeigen, dass A konstant
ist. Es gilt
A = ﬁ/Ffl +ﬁ(F71)/
= F'F'-FF'FF
= FfF'—FF'FfF!
0.

5.3 Quaternionen

Wir wissen, dass wir Drehungen in der Ebene alternativ mit SO(2)-Matrizen oder, da R? = C, durch
Multiplikation von komplexen Zahlen darstellen kénnen. Etwas komplizierter aber im Prinzip genau so
geht dies auch in R3. Dazu benutzt man Quaternionen, eine Verallgemeinerung der komplexen Zahlen.
Quaternionen bilden einen reell-vierdimensionaler Vektorraum.

Die sogenannten imagindren Quaternionen sind ein reell-dreidimensionaler Unterraum, ImH = R3.
Dort kann man Drehungen ebenfalls mittels Multiplikation beschreiben.

Formal sieht das wie folgt aus

Drehungen in der Ebene:

r€R?,A€SO2): 2+ Ar < 2,a € C,|a| = 1: z — az.
Drehungen im Raum:

reR3A€803):x— Ar - X e ImH,® € H,|®|=1: X — &1 X .
Definition 5.3 (Quaternionen) Seien Z,7,K formale Elemente mit folgenden Eigenschaften:
1.Z.9=-J-IT=K

JK=-KJ=1T
KI=-TK=J
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2. 1°=7J?=K?=-1

Die Zahlen der Form q=qo-1+q1-Z+q2- T + q3- K, q; € R heiffen Quaternionen, den R-Vektorraum
der Quaternionen bezeichnen wir mit H.

Quaternionen bilden einen Schiefkorper, d.h. bis auf die Kommutativitit der Multiplikation erfiillen
sie alle Korperaxiome. Offensichtlich sind die komplexen Zahlen C ein Unter(schief)kérper von H:
C = {geH|q=q=0,1i#j ijfest}.

5.3.1 Eigenschaften

Folgendes ist entweder Definition oder leicht nachzurechnen.

Seig=qo-1+q1-Z+qJ +q3- K eH.

Real- und Imaginirteil

Re q := qo,
Imq:=q-T+q J+g-K.

Imaginire Quaternionen
ImH := {Im q | ¢ € H}. Identifiziere InH = R3.
Komplexe Konjugation

g:=Reg—Imqg=q—qZT—q J—qK
Es gilt qq = qq, aber im Allgemeinen qq # qq!

Betrag

lg> =3¢ =q7=13qq, gl 2 0, |[¢/ =0= ¢=0.
Es gilt |qq] = [qllq]-

Inverses Element

Fiir ¢ # 0 existiert ein multiplikatives Inverses, da |q| # 0.

Es ist ndmlich 1 = % sSqt= #.

Unitidre Quaternionen

Hy; := {qg € H | |q] = 1}, also H; = S?. Ausserdem ist (Hjy,-) eine Gruppe (1 € Hy,
Abgeschlossenheit und Inverses da alles Linge 1 hat).

Lemma 5.7 (Zusammenfassung zweier Beschreibungen von R3) Seien x,y € R3 und 7,7 €
ImH die entsprechenden Quaternionen. Dann gilt: T-y§ = —(x,y) +x/>-<\y, wobei (x,y) das Skalarprodukt
im R3, und x x y das Kreuzprodukt in der quaternionischen Darstellung ist.

Wir werden das auch ohne Dach schreiben: xy = —(x,y) +x X y.

Beweis Seien z,y € R? und 7,7 € ImH entsprechende Elemente. Also

T = T+ aT+asK < (v1,22,23) =2
y = nZ+ypd+ysK < (yi1,y2,y3) =y
Re(Zy) = —xz1y1 — Tay2 — T3Y3
Im(zy) = — 7 — 7 — .
m(7Yy) (z1y2 — 2291) TJ +(23y1 — 21y3) KL +(22y3 — 23Y2) TK

=K =J =7
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Somit
Re(fvvy\) = _<:E7y>
Im(@ﬂ) < T XY= (£C2y3 — X3Y2, L3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1).

Korollar 5.8 Seien xz,y € ImH. Dann gilt:

~

zr = —|z]|* = —|z|?
(z,y) = —3(ay + yx)
zxy=5(zy —yz)

z|ly & xy = yx

SRS

zlyery=—yx.

Beweis Benutze xy = —{(x,y) + = X y. O

5.3.2 Matrixdarstellung

Definition 5.4 (su(n), U(n), SU(n))

o su(n):={Ae€gl(n,C)| A*:= AT = —A, tr(A) =0} ist ein Vektorraum.

o U(n):={Ae€gl(n,C) | AA* = I} heifit unitidre Gruppe.
Bemerkung: detA* = detA, also A € U(n) = |detA| = 1.

e Die Untergruppe SU(n) :={A € U(n) | detA =1} C U(n) heifit spezielle unitére Gruppe.

Fiir uns ist insbesondere der Fall n = 2 interessant:

Analytische Beschreibung von SU(2) und su(2):

o Ac SU(2):
Allgemein gilt

A_<“ b),detA_1;»A1_<d _b>.
c d —c a

Fiir A € SU(2) gilt zuséitzlich AA* =T < A~1 = A* = AT

d -b a ¢ _ 7
é<—c a>_<b d)@d—a,c——b
Also gilt
AeSU(Q)@A—(_ab Z>,a,beC,lalz+|blz—1-

Folglich ist SU(2) = S? = {z € R* | ||z|| = 1}.
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o Ac su(2):
a b . fa b s
oo )2 Y aea
= ¢ = —b, ia,id € R. Ausserdem ist tr A=0<a+d = 0.

Also gilt:

-0 —ia

Definition 5.5 (Pauli-Matrizen) Die Matrizen
heifsen Pauli-Matrizen.

(0 1 (0 — (1 0
=1 0) 27 o) Tl 41
Fiir die Produkte gilt:

O O
1 0 1 0 0 —2
0 —i\ /1 O 0 i .
7203 = (z 0)(0 —1) = (z 0) e

/1t o\/0o 1\ _ [0 1\ _ .
9301 = Ao —1)\1 o) = (=1 o) = "%

Wir setzen T := —ioy, J := —ioe, K := —io3. Dann gelten alle in der Definition von Quaternionen
geforderten Figenschaften, wir haben also eine Matrix-Darstellung der Quaternionen, wobei Z,J,K €
su(2).

Aesu(Z)@A_(m 5.), a€R,BeC.

Wir identifizieren
q=q +qT+q@J+akcH

10 0 —i 0 -1 -t 0\ _ (qo—1iqg3 —q2—iq1\ _
qO(O 1)+q1<—i 0>+q2(1 0>+Q3(0 i>_<Q2—iQ1 qo +1q3 =Q

Aufgrund der analytischen Beschreibung wissen wir, dass nach dieser Identifizierung

ImH 2 su(2).

mit

Ausserdem ist det Q = g3 + ¢3 + g5 + ¢3 = |q/?, also
H, = SU(2).
Somit gilt:
H = R2SU(2) = {A €gl(2,C) | A= (_“b 2) } :
Dies ist der Fall, weil

qo —1G3 —G2 —iq1 2 >0
el & = . . , det Q =a*, a € R=
1 @ (Q2 —1q1 Qo +1G3 > @

= Qza@mit@ESU@).

Satz 5.9 (Quaternionen-Algebra) Quaternionen-Algebra ist isomorph zur Algebra von RZ°SU(2)-
Matrizen mit der gewohnlichen Matriz-Addition und -Multiplikation.

Beweis Siehe obige Identifizierung. O

Bemerkung Die konkrete Identifizierung H « R=%SU(2) ist nicht eindeutig - wir haben eine mittels
Pauli-Matrizen gewéhlt.
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5.3.3 Quaternionische Darstellung von Drehungen
Lemma 5.10 SU(2) = H; kann wie folgt parametrisiert werden:
beH; & d=cosa+sinaV, VeInH,|V|=1«a¢€[0,n].

Dabei ist V' eindeutig, wenn ® nicht reell ist, d.h. a € (0, 7).

Beweis Sei & = &g + ®; € H;y. Dann ist
1=[0 = |®|* + |07 = ®r € [-1,1]
Also existiert a € [0, 7] mit ®r = cosa und es gilt:

a€l0,r]

|®;|* = sin® « |®;] =sina

& Pr=sinaV,|V|=1,V € ImH.

Also ist fiir a € (0,7)

eindeutig. [l

Satz 5.11 Eine Drehung in R3 um den Nullpunkt kann beschrieben werden durch:

-1
o1X v

sy

XeImH— & 'X®c ImH (5)

wobei ® = cosa +sinaV € Hy (V€ InH=R3|V|=1). @) ist die Drehung um den Vektor V und
den Winkel 2. ®,® € H; beschreiben dieselbe Drehung genau dann, wenn ® = +0.

Beweis Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung fiir jedes solche ® eine Rotation beschreibt:
Sei also ® = cosa+sina V, V € ImH, |V| =1. Da |®| =1, gilt
0 =10 = =cosa—sina V.
Also kénnen wir schreiben
X—®'X0=0XP = (cosa—sina V)X(cosa+sina V)
= cos’aX —sin?aVXV +cosasina(XV — VX).

Zerlege X = XH + X1, wobei X|| || Vud X, L V:

XJ_ xV

Nach Korollar ist
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o VXV =X VV = -X|
¢ VXV =-X,VV=X,

o X V=XV -VX =0

o X1, V]=X.V-VX,=2X, xV.

Also gilt:
'XP = cos®a(X) +X.)—sin®a(—X; +X 1)+ 2cosasina X xV
= XH+XL(cos2a—sin2oz)+281nacosa X, xV
= X+ cos(2a) X1 +sin(2a) X, xV

Drehung von X | um den Winkel 2« in der {X |, X | x V}-Ebene.

Zur Eindeutigkeit:
Das ® und —® dieselbe Drehung ergeben kann man leicht nachrechnen.. .

Seien also ®; und P zwei unitire Quaternionen, welche die selbe Drehung beschreiben.
Nach Lemma B0 ist

P =cosa; +sina V)

Py = cosag + sinas Vs Vi, V2 € ImH, [Vi] = [Vo| = 1.

Falls a; € {0,7} = ®; = £1, beide Rotationen sind also die Identitit. Also muss sin s = 0 sein und
somit auch ay € {0, 7} = @3 = £P5.

Fiir ay € (0,7) findet tatséichlich eine Rotation um die Achse V; statt, also miissen V3 und Vs linear

abhéingig sein, da die Rotationen sonst nicht identisch sein konnen. Da |Vi| = |V3] ist also Vo = £17.
Falls nun V5 = Vi, muss also s = 3 sein und somit ®5 = ®;. Falls jedoch Vo = —V; wird in entge-
gengesetzen Richtungen gedreht = as =71 — a3 = &9 = —P5.
20090 = 2 — 2001 / %1
20[1
Vo=-W
O

Satz 5.12 Sei F = (N, B,T) : [a,b] — SO (3) eine Bewegung (d.h. die glatten Funktionen N (t), B (t),
T (t) bilden ¥Vt eine positive ONB des R3).
Dann
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1. gibt es ein glattes @ : [a,b] — H; (= SU (2) ) mit

N « & 7¢
B < o170 (6)
T < &K

2. ®:[a,b] — Hy ist eindeutig, bis auf die Transformation ® — —®.

3. @ erfillt die Gleichung ® = U® mit U = } ( TR “7) wobei
—Kk—in —iT
= (T".N)
= <Tlv B)
r = (N',B).

Beweis Wir unterscheiden in diesem Beweis nicht sorgfiltig zwischen entsprechenden Objekten aus
ImH, R? etc.

(Z,J,K) < (e1,e2,e3) ist eine positiv orientierte ONB = V¢ existiert eine Rotation (Z,J,K) —
(N(t),B(t), T(t)), da dies ebenfalls eine positive ONB ist, also existiert ® punktweise. Noch wissen wir
jedoch nicht, ob diese Abhéngigkeit glatt ist. ..

Wir zeigen zunéchst “1. = 3.” und kommen anschliessend zur Existenz einer glatten Funktion ®.
Sei also @ glatt so dass (H) gelte.

Definiere U := ®'®~! und berechne: x = (T', N) = <(<I>_1IC<I>)/ , <I>_1I<I>>.

Allgemein gilt A, B € ImH = (A, B) = —% (AB + BA) = —3tr (AB), denn

— . _ZA:)’ —’LAl — AQ
A = (Al,AQ,Ag) = <—iA1 T A, iAs > € ImH
AB = —iAg —iAl — AQ —ZBg —iBl — BQ
—iAl + AQ iAg —iBy + Bo iBg
_ —A3B3 —A1B1 —A2B2+Im *
B * —A3B3 — AQBQ - A1B1 -
(Im = i(AQBl — AlBg))
Somit gilt konkret
-1 " -1 _ ! -1 -1
((e7'ke) 0 '70) = —tr((@7'Ke) 0 7'10)
w %tr(( 1D ID + 0 IKY) DT
= %tr (@' (—2'® KD + KP') & 'TP)
w %tr( ®'7KI + KO/ 'T)
*ok 1
g 5w( 'S KT + 9 IK)
1
= 2tr(UJ) =k.

Dabei haben wir verwendet:
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o) @ g1t
(%) ( ) /
= (27'K®) = -0 'd'OT'KD + oKD
tr (AB) = tr (BA)
(%) = tr(B'AB) =tr(A).
——

A

Genauso berechnet man:

n = (T',B) =2tr (UKJ) = 2tr (~UT)
T = (N',B)=2tr(ULJ) =2tr (UK).

1
1
n=2a & a= 3" (nachrechnen)
1
T=—2c c=-—3T

Zur Existenz von glattem ®:

Wir benotigen noch folgendes

Lemma 5.13 Zu jedem glatten U : [a,b] — su(2), t — 3 (_KZZ in K__Z.:_n) (t), gibt es genau eine
Lésung @ : [a,b] — SU (2) von &' = U fiir jeden Anfangswert ® (tg) = ®¢ € SU (2).

(1, 5,1 : [a,b] — R sind dementsprechend glatte Funktionen)
Beweis Wie fiir F': [a,b] — SO (2) im Hauptsatz &0). O

Wir wissen bereits, dass ® punktweise existiert, und dass jedes glatte ® welches unsere Bewegung
beschreibt die Gleichung &' = U® erfiillt.

Wihle also tg € [a,b] = 3 §p € SU (2) mit

N(ty) = ®;'I9,
B(ty) = @4 LT®, (g ist eindeutig bis auf Vorzeichen)
T (t) = &5 'Kd.

iT K —1n
—K—1in  —IT
Bewegung kommen. Also ist U € su(2) und glatt. Nach dem Lemma existiert eine eindeutige Losung
.

Betrachte die durch

Lose das AWP @' = U®, ® (tg) = g fir U = % < >, wobei 7,71, k von der vorgegebenen

N(t) = o '()I®(1)
B(t) = o 't)J®()
T (t () KD (t

gegebene Bewegung.
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Diese Bewegung hat dieselben Koeflizienten x, 1, 7 wie die urspriingliche Bewegung und in ¢y stimmen
sie iiberein = ® (t) beschreibt die urspriingliche Bewegung und ist glatt (da N, B,T und somit x,7, T
glatt sind).

Falls wir als Startwert des AWP’s —®( gewiihlt hitten, folgt aus Satz BI1 dass wir als Losung —®
erhalten hétten, also ist ® eindeutig bis auf Vorzeichen. (|

Bemerkung Man sagt, dass die Gruppe SU (2) eine doppelte Uberlagerung der Gruppe SO (3) ist.
D.h. jedem Element in SO(3) entsprechen zwei Elemente in SU(2); F < {®,—}.
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6 Gerahmte Kurven in R?

Definition 6.1 (Gerahmte Kurven)
e Sei~y:[a,b] — R? eine requlire Kurve. Dann heifit N : [a,b] — R?® Einheitsnormalenfeld, falls
(N,N)=1 und (N,~') =0.

e FEine Kurve v zusammen mit einem Einheitsnormalenfeld N heiffit gerahmte Kurve, weil durch
(v,N) in jedem Punkt ein eindeutiger Rahmen (N, B,T) (d.h. eine positiv orientierte ONB)
gegeben, ist.

Diesen Rahmen erhdlt man durch

/

7= B-—TxN.

Iv1I°

Bemerkung Sei N : [a,b] — R3 glatt fiir eine Kurve « : [a, b] — R3. Wenn man die Kurve 7 nach der
Bogenldnge parametrisiert bleibt N glatt.

Definition 6.2 (Kriimmungen gerahmter Kurven & Torsion) Sei (v, N) eine gerahmte, nach
der Bogenlinge paramtrisierte Kurve und (N, T, B) der zugehirige Rahmen (I =+, B =T x N).
Dann heifien & = (T',N) und n = (T', B) Krimmungen und 7 = (N', B) Torsion der gerahmten
Kurve (v,N).

Bemerkung Man beachte, dass wie im Falle von ebenen Kurven die Kriimmungsgrofen nur fiir nach
der Bogenldnge parametrisierter Kurven definiert sind. Den allgemeinen Fall fithrt man wieder darauf
zuriick.

Man kann sich diese Grofien gut vorstellen, wenn man sich ein Flugzeug denkt welches die Kurve ab-
fliegt und dementsprechend seine Richtung éndert, bzw. sich um seine eigene Achse dreht:

Also beschreibt die Kriimmung « die Stédrke des Anstiegs, die Kriimmung 7 die seitliche Ablenkung
und die Torsion die Drehung um die Eigene Achse.

Lemma 6.1 Ein Rahmen (N, B,T) beschreibt eine Drehung im R3 und erfiillt die Frenet-Gleichungen
N' = 71B—«kT
B = —7N-—qT
T = kN +1B.
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Beweis F = (N,B,T) : [a,b] — SO (3) ist eine Drehung und erfiillt die Gleichung
F' =Ff.

O

Lemma 6.2 Sei (v, N) eine nach der Bogenlinge parametrisierte gerahmte Kurve. (7, N : [a,b] — R?
glatt). Dann gibt es:

1. genau eine glatte Abbildung F : [a,b] — SO (3) , t — F (t) mit
N = Fey, v/ = Fes.

2. eine glatte Abbildung ® : [a,b] — SU (2) (eindeutig bis auf Vorzeichen) mit
N=0"170, v = & K.

Die Abbildungen F und ® erfillen die Gleichungen:

0 —7 &K
) fr=17 0 -
Fo= Ff mit - -n 0
o= U 1 < iT K — in)
u = - . . .
2 \—K—1 —1T
Beweis Sitze L8 und O

Bemerkung Eine glatte Kurve 7 : [a,b] — R3 besitzt viele Rahmen. Sei (N, B, T) ein Rahmen von .
Jeder weitere Rahmen (N, B,T) von + ist dann von der Form

T =T
N = cospN + sinpB (7)
B = —sinpN + cospB.

Lemma 6.3 Sei v : [a,b] — R? ecine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte Kurve mit einem
glatten Rahmen (N, B,T) und den Krimmungsgrifien k, 1, 7. Dann werden alle anderen glatten
Rahmen durch [Q) gegeben, wobei ¢ : [a,b] — R eine glatte Funktion ist. Dieser Rahmen hat die
KrimmungsgrofSen

K = CoSpk + sinen
N = —singk+ cospn
T o= 17+¢.
Beweis Nachrechen. O

Definition 6.3 (Kongruenz gerahmter Kurven) Zwei gerahmte Kurven (v, N) und (3, N) heifen
kongruent, falls es A € SO (3) und a € R? gibt, so dass

N(s) = AN/(s)
Y(s) = Ay(s)+a.
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Satz 6.4 (Hauptsatz der Theorie gerahmter Kurven) Es seien drei stetige Funktionen k,n, T :
[a,b] — R gegeben. Dann gibt es eine requlire nach der Bogenlinge parametrisierte gerahmte Kurve
(v, N), v : [a,b] — R3 N : [a,b] — S?, so dass k(s),n(s),7(s) die Kriimmungsgrossen von (v, N)
sind. (v, N) ist durch k,n, T bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Beweis Wille so = a und Fy € SO (3) (oder @y € SU (2), in diesem Fall lduft der Beweis analog).
Definiere F' : [a,b] — SO (3) als die Losung der Differentialgleichung

0 —7 &
FF=F|7 0 -ng
-k —-n 0

unter der Anfangsbedingung F (sg) = Fp.

Die Spalten von F bilden nach Definition von SO(3) Vs eine ON Basis (N, B, T) (s).

Definiere 7 : [a,b] — R? durch 4/ (s) = T'(s),7 (s0) = 70 € R®. Dann ist (v, N) eine gerahmte Kurve
welche die Bedinungen erfiillt.

Unsere Freiheiten waren dabei die Wahl von v € R? und Fy € SO(3), also ist das Ganze eindeutig bis
auf Kongruenz. O

Definition 6.4 (Frenet-Rahmen & paralleler Rahmen) Fin Rahmen (N, B,T) von ~y heifit

1. Frenet-Rahmen falls n =0

2. paralleler Rahmen falls 7 = 0.

Bemerkung Bei einem Frenet-Rahmen ist also die Torsion so gewahlt, dass sich T' infinitessimal nur
in vertikaler Richtung (d.h. in der (N, T)-Ebene) dndert. Bei einem parallelen Rahmen verschwindet
hingegen die Torsion, was bedeutet das sich der Rahmen lokal nicht um die T-Achse dreht.

6.1 Regulire Homotopie geschlossener gerahmter Kurven

e In der Ebene hatten wir folgende Aquivalenz erkannt:

~ und 7 sind reguldr homotop

<~ und ¥ haben selbe Tangentenumlaufzahl n € Z

Zum Beispiel sind folgende Kurven reguldr homotop:

@ -

e Im Raum wird man mit folgendem Problem konfrontiert:
EEIBYE

Wenn man solche Deformationen zulésst, sind alle geschlossenen Kurven regulér homotop!
Um dieses Problem zu losen kann man die gerahmten Kurven im R3 auch als schmale Streifen
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betrachten:

Wenn (v, N) () eine gerahmte Kurve ist, bilden die Kurven v (¢) und « (t) + N (¢) (e sehr klein)
zwel Seiten dieses Streifens.

e
)

Also betrachtet man reguldre Homotopien von geschlossenen Streifen.

Die Idee ist zu schauen, wie sich die SU(2)-Darstellung des Rahmen dndert wenn man die Kurve
einmal durchlaufen hat. Dies liefert den sogenannten Twist welcher wiederum ein Kriterium fiir regulére
Homotopie liefert.

Fiir geschlossene (periodische) gerahmte Kurven gilt :

(v, N)(s) = (v, N) (s + L)

= T'(s) =~/ (s) ist auch periodisch.
Somit ist ein L-Periodischer Rahmen gegeben durch:

N(s)=N(s+ L), T(s)=T(s+L),B(s)=T(s) x N(s) < (N,B,T).

Betrachte die SU (2) Beschreibung von gerahmten Kurven: Es existiert ein glattes ® mit

N (s) =® 70
T(s)=0 7%
B(s) = 'K®

.y . 1 T K —1n
wobei @' (s) =U® (s),U = 3 (—ﬁ—in _ir >

® ist eindeutig bis auf Vorzeichen.

Die Frage ist nun, ob ® ebenfalls periodisch ist, d.h. ®(s + L) = ®(s), oder ob ®(s + L) = —P(s)?

Fiir jede geschlossene Kurve gilt

O L(s)I®(s) = P L(s+L)IP(s+ L)
S O(s+L)P ()T = IP(s+L)PL(s)
& MI = IM
= M, I] = 0

mit M = ® (s + L) ®~ ! (s) € Hj.
Genauso erhélt man [M, J] = [M, K] = 0, insgesamt folgt daraus, dass M = +1.

Definition 6.5 (Twist) Das Vorzeichen von M = ® (s + L) ®~ 1 (s) heifit Twist der gerahmten ge-
schlossenen Kurve (7, N).

Definition 6.6 (Regulire Homotopie gerahmter Kurven) Zwei geschlossene gerahmte Kurven
(v,N), (7, N) (N und N sind auch periodisch), heiffen regulir homotop, wenn es eine regqulire Homo-
topie v der Kurven v und 5y mit einem Einheitsnormalenfeld Ny gibt ((v4, Nx) = 0, (N, Ny) = 1), so
dass gilt:
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1. No(t)=N(t),Ni(t) = N (£),A € 0,1].
2. Die Abbildung (t,\) — N (t), N} (t) ist stetig.

Satz 6.5 Reguldr homotope geschlossene gerahmte Kurven haben den selben Twist.

Beweis (Idee)

Sei (7, N) eine geschlossene gerahmte Kurve (v, N) (s + L) = (v, N) (s).
Betrachte ® : s — ® (s),[0, L] — H; = S? C R%.

Es gibt 2 Moglichkeiten:

S3

(s0)

M=1 M=-1

Da eine Homotopie den Rahmen stetig verédndert, wird auch das Bild & stetig deformiert. Also folgt
aus der Existenz einer Homotopie, dass der Twist gleich bleiben muss. O

Bemerkung Twist ist die einzige Invarianz regulédrer Homotopien geschlossener gerahmter Kurven

(kompliziert zu zeigen).

Man kann das Ganze erweitern zur Theorie reguldrer Homotopien von immersierten geschlossenen
orientierten Flichen:

Beispiele

e Alle Sphéren sind reguldr homotop

e Es gibt zwei Typen von Tori
1. Typ
(n, N1) (72, N2)
2 M(’yl = -1
/ @ M(y2) = -1
"

2. Typ

- =~

7 M=t
M(y2) =1

pa!
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6.2 Frenet-Kurven

Definition 6.7 Eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve v : [a,b] — R heifit Frenet-Kurve,
wenn folgendes gilt:

1. Es gibt einen Frenet Rahmen fir ~.

2. Mo = {s € [a,b] | v (s) # 0} ist dicht in [a,b].
(Geraden sind keine Frenet Kurven)

Satz 6.6 (Eindeutigkeit des Frenet-Rahmens) Fine Frenet Kurve hat genau zwei Frenet-Rahmen.
Ist (N, B, T) ein solcher, so ist (—N,—B,T) der andere. Sind , T die Kriimmungsgrdfsen von (N, B, T)
so sind —k, T die Kriimmungsgrifen von (—N,—B,T).

Beweis Seien (N, B,T), (N, B, T) Frenet-Rahmen. Klar ist: 7 =~ = T.
Auf My gilt:
v'=T" = kN
=T = RN #0.

= N =+N, & =+ = Vs € M gilt N (s) = £N (s).
Des Weiteren ist My dicht, N, N stetig = N (s) = £N (s)Vs € [a,b] = K (s) = £k (s) Vs € [a, b].

Die Behauptung iiber B und 7 folgt aus B =T x N und 7 = (N’, B). O

Bemerkung In der Theorie der Frenet-Kurven sind nur die Punkte mit 7" (sg) = 0 ,,schlecht*.
Wenn die zweite Ableitung nicht verschwindet liefert T = +/, N = ﬁ, B =T x N einen Frenet-
Rahmen in ~(sg).

Beispiel 6.1 (Frenet-Kurve in der Ebene)

B
Sei v : [a,b] — R? = {(z,y,2) |z = ¢} C R3 nach der Bogenlinge

T parametrisiert.

Cﬂﬁ’/ Dann ist B (s) =e3, N (s) =e3 x T (s) und B = —nT — 7N = 0.
N Also ist (N, B, T) ein Frenet-Rahmen mit 7 = 0.

Die Vektoren T' und N liegen in der Ebene und 7" = xN. Die

Kriimmung x entspricht also in diesem Fall der altbekannten

Kriimmung ebener Kurven.

x

Y

Satz 6.7 Sei~y eine Frenet-Kurve in R3. Dann sind dquivalent:

1. Es gibt eine Ebene E C R® mit vy([a,b]) = Sp(y) C E
2. 7=0.
Beweis
1 = 2: Beschreibe die Ebene als E = {p € R | (p, B) = d}, wobei B € R3, |B|]| =1 und d € R.
Mit T=+" und N = B x T ist (N, B,T) ein Frenet-Rahmen mit 7 = 0.

2=1: (N,B,T) sei Frenet-Rahmen fiir v mit 7 = 0. Dann ist B’ (s) = 0 und der Vektor B (s) = B
somit konstant.
Definiere d (s) := (v (s), B) . Dann ist d’ (s) = (T'(s),B) + {(y(s),B’) =0 und d (s) = d Vs.
Folglich ist Sp(vy) C {p € R* | (p, B) =d} =: E.
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O

Beispiel 6.2 (Allgemeine Helix) In Beispiel [ hatten wir schon eine spezielle Variante der Helix
betrachtet. Allgemein parametrisiert man eine Helix als

7:R —R3 ¢ (rcos(wt),rsin(wt), 2iht)
7T

wobei r,w, h € R und r,w > 0. w ist die Winkelgeschwindigkeit der Parametrisierung und es gilt:

Ausserdem ist:

Y(t) = (—rwsin(wt),rw cos(wt), ;h)
T
B 2
T 202 42 [ L
) \/ e (5]
= 7 ist fiir w = ————=—= nach der Bogenldnge parametrisiert.

(P

7Y'(t) = (—rw?cos(wt), —rw?sin(wt),0) # 0.

Also hat man

T =
,Y//
= i = (- cos(wt), — sin(wt), 0)
h h
B = TxN=w (2— sin(wt), o cos(wt),r) .
7T 7T

Fiir die Kriitmmungsgrofen gilt:

K — TI,N — I/,N — " — TwQ — T
h
T o= (N, By=—— .
< ) 27TT’2—|—%

Bemerkung

e 7=0&h=0 = 7~ liegt in der zy—Ebene (vergl. Satz 1)

or—0 = 17— %’T # 0, also geht v gegen die z—Achse, und der Rahmen rotiert “unnétigerweise”
um diese Gerade.

Beispiel 6.3 (Beispiele fiir nicht Frenet-Kurven)
(t,0,et) t<0
vt =4 (0,0,0) fir t=0
(t,e"t,0) t>0



6 GERAHMTE KURVEN IN R? o7

ist regulér und beliebig oft stetig differenzierbar, da

beliebig oft stetig differenzierbar ist (f*)(0) =0V k € N).

~ sieht folgendermaflen aus:

€2
5
€1
4
es
Es gilt:
T(O) = e
(N(t),e2) = Ofirallet<0
(N(t),es) = 0 firallet>D0.

Gibe es nun einen Frenet-Rahmen, so wiirde N(0) L eq, ez, e3 gelten.
Widerspruch!

Man kann ~ jedoch wie folgt modifizieren, so dass es sogar viele Frenet-Rahmen gibt:

€2

/BT
N o

~
T U
v N
Y

B
€3

Hierbei wurde “ein Stiick lineare Funktion” eingefiigt. Deswegen handelt es sich allerdings immer noch
nicht um eine Frenet-Kurve, da die Menge

Mo = {s € [a,b] | 7"(s) # 0}

nicht dicht in [a, b] ist.
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Satz 6.8 (Hauptsatz fiir Frenet-Kurven) Seien v,75 : [ — R? zwei Frenet-Kurven mit den Kriim-
mungsgrofien k, 7,8, 7. Dann sind dquivalent:
a) v und 7 sind kongruent

b) {E=r} oder {F=_"}.

=7

Beweis

a) = b) Es existieren A € SO(3) und a € R3, so dass
v = Av+a.

Sei also F': I — SO(3) ein Frenet-Rahmen von +.
Dann ist F':= AF : I — SO(3) ein Frenet-Rahmen von 7, denn

/

y=Ay =

VRN

=7 und ausserdem gilt
= K/,

T=7und 7=n=0.

Wegen der Eindeutigkeit des Frenet-Rahmens (Satz B8 ist dann

K = +k==%k

und T = T=

9

b) = a) Seien F,F : I — SO(3) die Frenet-Rahmen von v und 5
OB.dA. k=k, T=1, 1=n=0. Nach Satz sind ¥ und v dann kongruent.

6.3 Kurven mit parallelem Rahmen

Rahmen ohne Torsion, d.h. 7 = 0, haben wir als parallele Rahmen definiert. Dass man fiir jede reguldre
Kurve einen solchen Rahmen findet (im Gegensatz zu Frenet-Rahmen), liefert folgender Satz:

Satz 6.9 (Existenz von parallelen Rahmen) Jede regulire Kurve besitzt einen parallelen Rahmen.

Beweis Sei~y : I — R? die Bogenlingenparametrisierung der reguliren Kurve und No L v/(so), || No|| =
1 fiir sg € I. Weiter sei N : I — R3 die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

N'= —(N,T"YT, N(so)=No, T =7
Zu zeigen: | N(t)|| = 1. Betrachte also

(N,N) = 2(N',N) = —2(N, T')(T, N).

Bleibt zu zeigen, dass T L N (= (N,N)' =0 = |[[N(t)|| = || No|| = 1):
Es gilt:
<N7T>I = <N17T>+<N7T/>
= _<N3T/> <T3T>+<N7T/>:O
~——

=1
Da (No,To)=0 = N LT.
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Satz 6.10 (Eindeutigkeit des parallelen Rahmens) Sei (N, B,T) ein paralleler Rahmen einer re-
guliren Kurve. (N, B, T) ist genau dann auch ein paralleler Rahmen dieser Kurve, wenn ¢ € R existiert,
so dass:

T= T, Kf:coscpN—i—sinch, B= —sinN + cos pB.

Beweis Sie (N, B,T) ein paralleler Rahmen. Wir wissen bereits, dass alle anderen glatten Rahmen
in obiger Form mit ¢ : I — R, ¢ glatt, beschrieben werden kénnen. Zu zeigen ist, dass ¢ im Falle von
parallelen Rahmen konstant ist.

= Sei (Kf , B , T) ein weiterer paralleler Rahmen, also xk = k = 0. Nach Lemma gilt
T=7+¢ = ¢ =0= p = const.

< Sei (N, B, T) ein durch obige Formel gegebener weiterer Rahmen, also ¢ = const.
Zu zeigen ist T = 0 < (N', B) = 0. Es gilt

(N',B) = (cosN'+sinpB’, —sinpN + cos pB)
= cos?p(N',B) —sin?p (B, N) +sinpcos p (B, B) — cos psin p (N, N) = 0.
——— ——— —— ——
—7r=0 =—7=0 =0 =0

O

Definition 6.8 (Komplexe Kriimmungsfunktion) Sei (N, B,T) ein paralleler Rahmen mit Krim-
mungsgrofien k und 1. Dann heifst
P i=K+1in

komplexe Kriimmungsfunktion des Rahmens.

Bemerkung

e Ist v : I — C komplexe Kriimmungsfunktion einer gegebenen reguldren Kurve, dann sind nach
dem vorigen Satz die komplexen Kriimmungsfunktionen aller anderen parallelen Rahmen
von der Form

zz =e %y, peR.

e Sei @ : I — SU(2) der zu einem parallelen Rahmen gehorige SU(2)-Rahmen. Dann erfiillt ® nach
Lemma die Gleichung
o =1 (°0)e.

3\ -wo

Satz 6.11 (Hauptsatz fiir Kurven mit parallelem Rahmen)

a) Zu jeder komplexen Krimmungsfunktion existiert eine requlire Kurve die einen parallelen Rahmen
mit der gegebenen Krimmungsfunktion besitzt.

b) Seien ,5 : I — R3 zwei nach der Bogenlinge parametrisierte Kurven mit parallelem Rahmen
und den komplexen Kriimmungsfunktionen 1,1 : I — R. Dann sind dquivalent:

1) v und ¥ sind kongruent
2) b = e~ fiir ein konstantes ¢ € R.

Beweis
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zu a) Sei die komplexe Kriimmungsfunktion v = « +in : I — C gegeben. Losbarkeit der Frenet-
Gleichungen:
3 (N,B,T): I — SO(3) mit

N' = —xT
B = —qT
T = kN +nB.

Also besitzt die Kurve

S

~v(s) = /T(U)da, sop €l

S0

1 als Kriimmungsfunktion.
zu b) Analog zum Beweis fiir Frenet-Rahmen:

1)=2) gegeben: ¥ = Ay +a, A€ SO(3),a € R3.
Sei F ein paralleler Rahmen von ~. R
Aus dem Hauptsatz iiber gerahmte Kurven folgt, dass F' := AF' ein paralleler Rahmen von
7 ist, und es gilt ¥ = 1.
Wegen der “Eindeutigkeit des parallelen Rahmens” hat man

{/)v = e*i“"ﬁ)\ =e %y, peR.
2)=1) Sei 1[ = ¢~ %) komplexe Kriimmungsfunktion des parallelen Rahmens von 7.
Wieder aufgrund der “Eindeutigkeit des parallelen Rahmens” wissen wir, dass 7 einen wei-
teren parallelen Rahmen mit der komplexen Kriimmungsfunktion e’ 1) = v besitzt.
Also sind die entsprechenden Kriimmungsgréfien von 7 identisch mit denen von «, nach Satz
sind die Kurven also kongruent.

O

Satz 6.12 (Zusammenhang zwischen parallelem und Frenet-Rahmen) Sei v : I — R3 eine
Frenet-Kurve und so € I. Dann gilt Folgendes

1) Sei (N,B,T) ein Frenet-Rahmen von ~v mit den Krimmungsgrifien k und 7.
Dann st

w — mei f:o 7(o)do

komplexe Krimmungsfunktion eines parallelen Rahmens von 7.

2) Sei 1 = R(s)e'? komplexe Kriimmungsfunktion eines parallelen Rahmens von v mit &, : [ — R
glatt. Dann besitzt v einen Frenet-Rahmen mit den Krimmungsgrofen

~ ,, 0
5= R(= ) und 7 = @' (= ——argy).

Beweis

zu 1) Definiere

o(s) == / —r(0)do

S0

Nach Lemma ist

T:T, N = cos N +sinpB, B= —sinpN + cospB
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paralleler Rahmen (T=74+ ¢’ ' =7—7=0).

Die komplexe Kriimmungsfunktion dieses Rahmens ist gegeben durch

V=f+if=e ®(k+ in )= we' Joo (@47
N

Frenet
=0

zu 2) Sei (N, B,T) ein paralleler Rahmen mit komplexer Kriimmungsfunktion ) = ke®.
Setze: B B B
T=T, N=cospN +sinpB, B = —sinpN + cospB.

Behauptung: (N, B, T) ist ein Frenet-Rahmen.
Dies gilt, da _ _ _ _
kt+if=e P (k+in) =e Y =e ¥PRe'"Y =R

=kK=k, 71=0.

Also handelt es sich um einen Frenet-Rahmen mit 7 =7 + ¢/ = ¢'.

Bemerkung Fiigt man bei der Definition von ¢ in Punkt 1) noch eine Integrationskonstante an

S

©o(s) := /T(o)da + o,

S0

so erhélt man alle moglichen parallelen Rahmen.

61
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7 Elastische Kurven

Sei 7 : [0, L] — R3 eine (nach der Bogenliinge) parametrisierte Kurve.

Fragestellung: Finde eine Kurve, so dass fOL x?ds minimal ist (k% = [T'|* = |y"]?).

Fest sind dabei: ~(L)
1. Die Endpunkte v(0),v(L) € R?
2. Die Léange L

3. Die Tangenten in den Endpunkten, 7/(0),~/(L) € S?. 7(0)

Definition 7.1 (Elastische Kurven) Extremale des Funktionals

L
S:/ k2ds
0

S kann als Biegeenergie interpretiert werden.

heiflen elastische Kurven (Elastica).

Bemerkung (Elastische Stibe) Eine natiirliche Verallgemeinerung der elastischen Kurven sind ela-

stische Stabe.
@

Sie konnen als gerahmte Kurven beschrieben werden:

L
S = / (k? + at?)ds.
0

Dabei entspricht k2 der Biegeenergie, o einer materialabhéingigen Konstanten und 72 der Torsionsener-
gie. Man betrachtet also Kurven v : [0, L] — R3 mit Rahmen
(N,B,T) :[0,L] — SO(3), bzw.
o :[0,L] - Hy.

Die zuldssigen Variationen erhalten dann die Endpunkte, die Rahmen in den Endpunkten und die Lénge.

7.1 Variationsrechnung

Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und

L: ITxRxR — R
(t,z,y) — Lt z,y)
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eine zweimal stetig differentierbare Abbildung, L € C?.
Definiere fiir feste o, 8 € R

K = {f € C*([a,0],R) | f(a) = o, f(b) = 5}

und .

S() = [ Lt 10, 5 )
Gesucht ist ein ¢ € K, so dass

S(p) =min{S(f) | f € K}.

Satz 7.1 (Euler-Lagrange-Gleichung) Fine notwendige Bedingung dafiir, dass S(p) = min{S(f) |
f € K}, ist dass ¢ die Euler-Lagrange Differentialgleichung

%%(t, o(t), o' () — g—i’(t, e(t),¢'(t) =0

erfullt.

Bemerkung Die Euler-Lagrange-Gleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2.ter Ordnung.
Die Losungen dieser Gleichung heiflen kritische Punkte des Funktionals S.

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir noch folgendes

Lemma 7.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei F' € C([a,b],R). Dann gilt
b
/ F(t)g(t)dt =0 Vg € C*([a,b],R) = F =0.

Beweis Sei tg € [a,b]. Betrachte ¢’s, die nur in einer kleinen Umgebung von tg nicht verschwinden.
Da diese Umgebung beliebig klein sein kann, folgt aus der Stetigkeit von F, dass F(tg) = 0.

g
2\

a to b

O
Beweis des Satzes Sei also ¢ € K minimal beziiglich des Funktionals S. Definiere den Vektorraum
V= {g € C*([a,b],R) | g(a) = g(b) = 0}.
Da ¢ ein Minimum des Funktionals ist, gilt:
S(p) < S(p+eg) VgeV.

Definiere weiter
F(e) == S(¢ +eg).

F(e) hat dann fiir alle g € V' ein Minimum an der Stelle ¢ = 0, also ist
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dF(g)
de

b
| Lttt + g0, 0'(0) + e ()

e=0
&
de

b
| 5] Bttt + g0 0) + = (@)t

/ab (g—ig + Z—Lg’)dt.

Mit partieller Integration bekommen wir:

/ab (%(t’ B (), (1)) g/ (B)dt =

b
= GO0 000, ~ [ S0, Ot

_ _ b
9(a)=g(0)=0 _ / aoL ..
. dt 0y

Wir haben also

b
oL dOL
= — ———gdt g

0 /a (8:10 dt 8y)g VgEV.
Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung gilt also:

oL _dor
oxr  dtdy’

7.1.1 N-dimensionale Verallgemeinerung

Fiir die N-dimensionalen Verallgemeinerung erhalten wir analoge Behauptungen zur eindimensionalen
Variationsrechnung:

Seien I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und

f:I—-R*" L: IxR*"xR*" — R
(t,z,y) — L(t,x,y)

zweimal stetig differentierbare Funktionen, L, f € C2.
Randbedingungen sind:

«

B

f(a)

- | <%

Definiere analog ,
S() = [ Lt 10, 5 )
Dann gilt
S(p) = min{S(f) | f € C*([a,b] — R")}

%zﬁw@wﬁwzgpw@wwmian

Damit haben wir die mehrdimensionalen Euler-Lagrange-Gleichungen.
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7.2 Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung

f1(t), .., fn(t) beschreiben den Zustand eines physikalischen Systems als Funktion der Zeit.

L(t, f, f') :=T —V hei3t Lagrange’sche Funktion (Lagrangian,)

wobei T' die kinetische, und V' die potentielle Energie des Systems ist.
b
S(f) ::/ L(t, f, f')dt heiBt Wirkung.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung:
Die Wirkung S(f) ist minimal fiir den abgelaufenen Vorgang!

Wir zeigen: Das Prinzip der kleinsten Wirkung impliziert das Newton’sche Kraftgesetz.

Die Funktionen f; beschreiben in diesem Fall den Ort eines Teilchens. Sei also = (fi, .., fn)? € R”
der Ort und V' (z) die potentielle Energie.
/|2

Fiir die kinetische Energie gilt: T = im|x (m ist die Masse des Teilchens).

1 n
= L(t,z,y) =T -V =smly? = V(z), [y*=>_ v
=1

2
Also ist
oL oV (x) oL
=, o = My
Wir identifizieren y; mit «} und erhalten:
d N O0V(x) o OV(x)
o (ma;) = oz, = mz] = pr i=1.n

= ‘ mz” = —gradV (z) ‘

Dabei entspricht ” der Beschleunigung, und —gradV (z) der Kraft, also

Kraft = Masse - Beschleunigung.

7.3 Lokale Extrema mit Nebenbedingungen

Sei X C R™ und
f:X—=R h: X—>R"

stetig diffbar. Definiere
M :={x e X | h(z) = 0}.

Gesucht werden Extrema der Funktion f unter den m Nebenbedingungen h;, = 0, i = 1..m, also auf
der Menge M. Diese Extrema findet man mit Hilfe von Lagrange- Multiplikatoren:

Betrachte
F: XxR™ — R

(@A) = f@)+> Nhi(z) (A= (A1, Am) ER™).
i=1

Auf M eingeschrinkt ist F'(z, \) = f(z).
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Finde lokale Extrema von F(x, \):

(;B_Jj + 20 N gﬁ; =0 j=1mn Das sind (m + n) Gleichungen
hi(z) =0 i=1.m fiir (m + n) Variablen.

Satz 7.3 Seien f : R D X — R, h : R® D X — R™ stetig diffbar, X offen. Falls f in a €
X ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen h(x) = 0 (insbesondere h(a) = 0) besitzt und
Tank(g—’;) =m ist, dann gibt es m Zahlen (Lagrangesche Multiplikatoren) mit denen die Gleichung

gradf(a) + Z A; gradh;(a) =0
i=1

gilt.

Beweis Analysis II. O

7.3.1 Geometrische Interpretation

Version 1
Sei v eine Kurve in M, die durch a = v(tg) € M geht. Dann ist
h(v(t)) = 0, und «'(to) der Tangentialvektor an der Stelle a (liegt
in der Tangentialebene T, M).
Aus h(y(t)) =0V t folgt, dass

dah(”/(to)) =0.
—_———
=(gradh(a),7'(to))

Also ist gradh(a) senkrecht zu jedem Tangentialvektor, d. h. gradh(a) L M. Genauer gesagt steht
gradh(a) senkrecht auf der Tangentialebene an M im Punkt a.

Version 2

M ={x € X | h(zx) =0}

L={¢€R" €= 3 aVhi(a)}
1L Mina i=1

{z € R" | h(z) = 0}
gradf kann eindeutig zerlegt werden in
gradf = gradf* + gradf”,

wobei gilt: gradf* € L, gradf!l L gradf*.
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Wenn nun f in a ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen h = 0 besitzt, dann folgt

gradfll =0
& gradf e L
< Ia,aer mit gradf + Y000 A gradh; = 0.

7.3.2 Nebenbedingungen in der Variationsrechnung

bearbeitet man auch mit Lagrange-Multiplikatoren:
Sei L(t, f(t), f'(t)) Lagrangian. Minimiere

b
S(f) = / L(t. f(t), f'(8))dt

unter den Nebenbedingungen hq (¢, z,y) = hm(t,z,y) = 0. Definiere

b
/hztf Wit i=1.m
und betrachte

L)\(tv.fv .fl) = L(ta fa f/) + ZAZhZ(t) fa f/)
=1
Dann gilt:

Ist f ein Extremum von S(f) unter den Nebenbedingungen H,(f) = 0, i = 1..m, dann existieren
A1, - Am € R, so dass f die Euler-Lagrange-Gleichungen

d 8L)\ . 8L>\ - Y

erfiillt.

7.4 Elastica

Nun kénnen wir endlich das urspriingliche Problem angehen:

Minimiere S := fo s)ds unter den Nebenbedingungen:

e feste Endpunkte
o feste Lange

e vorgegebene Tangentialvektoren in den Endpunkten.

7 : [0, L] — R3 sei ohne Einschrinkung nach der Bogenlinge parametrisiert,

Satz 7.4 v ist Elastica genau dann, wenn es a,b € R gibt, so dass
V' xy =axvy+b

Beweis

L
s;:/ K2(s)ds, ~/(s) = T(s), T: [0,L] — 2, ||T|| = 1
0
K(8)] = [T"(s)] = &% = (T"(s),T"(s))
L
Also S = /0 (T'(s), T'(s))ds.
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Nebenbedingungen:

1. L = const.

2. T(0),T(L) fest

3. 7(0),~(L) fest < (L) —~(0) = fOL T (s)ds fest

=~

T(s) € 2 = [/ ((T(s),T(s)) — 1)e(s)ds = 0, Ve € C*([0, L], R).
Da wir Translationen vernachléissigen konnen, nehmen wir v(0) = 0 an. Wir erhalten als Lagrangian

Ly=(T"T") + (2a,T) +c(s)((T,T) — 1)
——
=32, a;H;, H'L:foL T;(s)ds—const

mit Lagrange-Multiplikatoren A = (a, ¢). Damit ist
r = (z1,72,73) = (T1, T2, T3)

y = (y1,v2,93) = (T1, T3, T3).

Also d OL oL .
s = F =123
s LT = 2a;+2c(s)T; ,i=1,2,3
& T" = a+c(s)T
& T'xT = axT
PN ,Y/// X ,Y/ — a X ,_Y/
& A'xy = axy+b abeR

O

Bemerkung (Physikalische Interpretation)
v : [0, L] — R? ist eine elastische Kurve genau dann, wenn 7 := «' : [0, L] — S? die Evolution eines
sphérischen Pendels mit der Energie

H = %||T'||2 _ <CL, T> T a-Gravitationsfeld

ist.
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Parametrisierte Flichen und Mannigfaltigkeiten

Im Falle von Kurven haben wir eindimensionale Mengen parametrisiert.

Eine Aquivalenzklasse von Kurven, eine immersierte Kurve, bestand aus verschiedenen Parametrisie-
rungen der selben Menge. Unter diesen Parametrisierungen hat die standardisierte Parametrisierung
nach der Bogenlinge eine besondere Rolle gespielt.

Unabhéngig davon war es eine Eigenschaft der immersierten Kurve, ob sie reguldr war, oder nicht.

Flachen gehen wir analog an, in diesem Fall betrachten wir zweidimensionale Mengen, bzw. Abbildun-
gen

f:R*> U offen — R?

— (T

8 Parametrisierte Fliachen

Definition 8.1 (Parametrisierte Flichen & Immersionen)

1. Sei U € R? offen. Fine parametrisierte Fliche (Flachenstiick) ist eine glatte Abbildung f : U —
R3. f heift auch Parametrisierung, f(U) € R® Spur von f (oder Fliche), und f(p), p € U nennt
man Punkte der Fliche.

2. f:(u,v) — f(u,v) heiffit reguldr, wenn das Differential D, f : R? — R? injektiv ist Vp € U (d. h.

% und % sind linear unabhingig ¥p € U ).

3. Reguldre parametrisierte Flichen heiffen auch Immersionen. Punkte p € U in denen D, f nicht
injektiv ist, heiffen singulére Punkte von f.

4. Zwei reguldre parametrisierte Flichen f : U — R3 und ]7: U — R3 heiﬁen"éiquivalent, wenn es
einen Diffeomorphismus ¢ : U — U gibt, mit f = f op. Die entsprechende Aquivalenzklasse (von
Immersionen) heifft immersierte Fliche.

(=

s
> f: f Os&
&
(Diffeomorphismus) U CR2

Beispiele fiir Flichen:

1. Ebene

f(R?)
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2. Zylinder

f:R? — R3
(u,v) +— (cosu,sinu,v)

1 2

Allgemeiner: Sei f : R? — R? eine periodische Abbildung mit der Periode a € R2, d. h.
f(p+a)= f(p), Vp € R?, dann ist f ein
‘topologischer Zylinder’.

S

3. Helikoid

z
CQ Dies ist nur ein Ausschnitt des
Helikoids, die Strecken stehen
f:R? — R3 fiir Geraden...
(u,v) +— (vcosu,vsinu,u) e
/ =Y

x
Der Helikoid wird erzeugt durch eine zur (z,y)-Ebene parallelen Geraden, welche eine Helix
‘entlangrotiert’.

4. Torus (doppelperiodische Fliche)

Seien a,b € R? linear unabhiingig. Dann nennt man
A:={am+bn|m,neZ}

ein Gitter im R2.

Bemerkung Unter Umstinden konnen verschiedene Basisvektoren die selben Gitter generieren:

/A, /A,

rrrry rr 7
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Definition 8.2 (A-periodische Flichen) Eine parametrisierte Fliche f : R? — R3 heifit A-
periodisch (oder parametrisierter Torus), falls gilt:

flp+w)=f(p) ¥VpeR? Ywe A
& flp+a)=flp+b)=f(p).

Sei v = (71,72) : R — R? eine geschlossene ebene Kurve, also eine L-periodische Abbildung,
v(t+ L) = ~(t). Weiter sei v1(t) > 0. Betrachte

flu,v) := (71 (u) cosv, v (u) sinv, ya(u)).

Dies ist ein Rotationstorus mit dem Periodengitter

(e (2 )
Flu,v) = flu+ L,v) = f(u,v+ 2m).

Definition 8.3 (Mannigfaltigkeit) M C R* heifit (glatte) Mannigfaltigkeit der Dimension m, falls
jedes p € M eine Umgebung W N M in M (W offen in R¥) besitzt, die diffeomorph zu einer offenen
Teilmenge U C R™ ist.

Jeder solche Diffeomorphismus f : U — W N M heif$t Parametrisierung von M in p. Die inverse Ab-
bildung f~' : W N M — U heifit Karte.

Man nennt M auch m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥.

Anschauliche Beispiele:

Mannigfaltigkeiten: keine Mannigfaltigkeiten:
mit Rand!

Definition 8.4 (Eingebettete Fliche) Eine eingebettete Fliche ist eine 2-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R>.
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Beispiel 8.1 (Verschieden Klassen von Flichen)

1) eingebettete Fliche 2) immersierte aber nicht eingebettete Fliche
! /
/_\ '

0

3) man betrachtet auch immersierte Mannigfaltigkeiten

SOMICSCR

f: M — R3? Immersion, M ist abstrakte 2-dim. Mannigfaltigkeit

Bemerkung Im Folgenden wird héufig die Notation

_of . _0f
fu L au7 f’U L 8'0

verwendet.

Proposition 8.1 Sei f : U C R? — R3 eine Immersion (regulire parametrisierte Fliche), q € U.
Dann gibt es eine offene Umgebung V C U von q, so dass F(V) C R? eine eingebettete Fliche ist.

® @

Beweis Sei f(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)) eine Immersion, also sind f,, und f, linear unabhéingig.
Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass schon die ersten beiden Komponenten linear un-
abhéngig sind, also

det @: %:) () 0.

Definiere
F:UxR — R3

(w,0,0) = f(u,v) +(0,0,w).
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Jakobi-Matrix von F*:

9z 9z

O(x(u,v),y(u,v), z(u,v) + w) _ oy &y 0
O(u, v, w) R

ou  Ov )

ox

oz
det Dq,0)F = det ( %) (q) #0
ov

Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gilt: 3 offene Umgebungen Wi > (¢,0) und W5 3 F(q,0) = f(q),
so dass F' : Wi — Wj ein Diffeomorphismus ist. Mit V' := W1 NU sind also V und f(V) diffeomorph. O

U
Y
ou

8.1 Die erste Fundamentalform

Definition 8.5 (Tangentialvektor) Ein Vektor T € R® heifit Tangentialvektor an M in p, falls es
eine glatte Kurve v : (—e,e) — M gibt mit v(0) = p, so dass T = ~'(0).

T =~'(0)

(—e,e) —>

M

Proposition 8.2 Sei f : U C R? — R? eine Immersion, M = f(U) und q € U. Der Untervektorraum
D, f(R?) C R?® der Dimension 2 stimmt mit der Menge der Tangentialvektoren an M in p = f(q)
iberein.

Beweis Zu zeigen ist D, f(R?) ={T € R® | I v: (—¢,e) — M glatt,v(0) = p,T = ~'(0)}.
Jede glatte Kurve v : (—e,¢) — M lésst sich schreiben als
v=1ro7,
mit 7 : (—¢g,e) — U glatt. Dann ist v(0) = p < 7(0) = ¢. Definiere v := 7'(0), damit gilt
T = /(0) = Dy (7).

Das zeigt schon einmal {T'} C D, f(R?).
Da U offen ist und wir 5 so umparametrisierten kénnen, dass ||0]| beliebig grofi wird, existiert fiir alle
v € R? ein 7, so dass v = ©. Folglich ist {T'} = D, f(R?). O

Bemerkung Das zeigt, dass D, f(R?) von der Parametrisierung unabhéingig ist. 7, M := D, f(R?) mit
f(q) = p heiit Tangentialebene an M in p.
Das innere Produkt des R? induziert fiir jede Tangentialebene T, M ein inneres Produkt (.,.)

wy,wy € T, M — (wl,wg)p e R.
7

p

T,M
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Definition 8.6 (Erste Fundamentalform) Sei M C R3 eine regulire Fliche. Die symmetrische
Bilinearform
IL,: (T,M)?* — R
(wi,w2) = (w1, wa),

heifit erste Fundamentalform von M in p.

Bemerkung (Quadratische Form)
Nach linearer Algebra gibt es zu jeder symmetrischen Bilinearform eine quadratische Form:

I,: (T,M) — Rt
w o~ (w,w), = L(w,w).
Es gilt B B
I(aw) = a’Iy(w)
und

(:’Vp(wl +wy) — I(wy) — fp(wz)) :

N —

Ip(wr,w2) =

8.1.1 Die erste Fundamentalform in einer Parametrisierung
Sei f : U — R? eine parametrisierte Fliche, f(q) = p, und w; = (21,91), we = (72,y2) € R2. Betrachte

gp(w1,w2) := I(dg f(w1), dg f(w2))

also
gp(wi,wz) = <%I1+%y17%$2+%y2>
= FEzyzo + F(z192 + 2211) + G192
wobei
of of
E = (gh.gh)=(fufu)=lfull®
= %72_1, = \Juy Jv) = uy Jv) u v
F LSLY = (fu, fo) = cos Z(fu, fo) - || full 11 £oll
af o
G = (F.%) =t =1l

v /
‘ o
u
Es sei v = f 074 eine Kurve auf M = Sp(f) mit v(0) = p. Dann ist I,(v'(0),7'(0)) = ¢,(7(0),7(0)) =

E7'(0)2 +2F(%1'(0) +42'(0)) + G(%2(0))? die Linge von 4/(0) € T, M.

Dementsprechend kann man berechnen:

Lange einer Kurve auf M
Gesucht ist L(y), die Linge einer Kurve + : [a,b] — M. Es gilt

Liy) = / N / N
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Schnittwinkel zweier Kurven auf M
Betrachte zwei glatte Kurven § und v auf M, die sich in 6(0) = (0) schneiden. Fiir den Schnittwinkel
gilt:
('(0),6(0)) _ 9(7'(0),6'(0))
!/ !/ . ! / ~ —~ >y <
VOO 7O @O0 [4(5(0),5(0))- 9(5'(0),5/(0))

]

cosf =

v

Die erste Fundamentalform definiert also eine Metrik auf M, d.h. wir kénnen damit Lingen und Winkel
auf M messen.

Man schreibt die erste Fundamentalform als Tensor:
ds* = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?

und spricht von ”Bogenldngenelementen”. Das bedeutet:

o (5) = (5)(5) o (5)
wobei (t) = F(§()) und 3(t) = (u(t), v(t)).
Beispiele:

Oy
ot

1. Ebene: (u,v)+— f(u,v) = (u,v,0), f, =(1,0,0),f, =(0,1,0), E=1,F=0,G=1.
Also ist die erste Fundamentalform: du? + dv?.

2. Zylinder: (u,v) — f(u,v) = (cosu,sinu,v) f, = (—sinu,cosu,0), f, = (0,0,1), E=1,F =
0,G=1.
Also ist die erste Fundamentalform ebenfalls: du? + dv?.

= Die metrischen Eigenschaften sind gleich!

Parameterkurven
Jede Parametrisierung einer Fliache induziert Parameterkurven

u —  f(u,v0), vo €R
v o+ f(ug,v), ugp € R.

Den Winkel zwischen zwei solchen Kurven kann man berechnen durch

(fus fo) __F

0= = . 8
o Fuddlfo o) VEG ¥
rR2 Y Jo R3
A F.
Vo fu
u

Uo

Definition 8.7 (Orthogonale Parametrisierung) FEine Parametrisierung heifst orthogonal, wenn
sich alle Parameterkurven senkrecht schneiden.
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Satz 8.3 FEine Parametrisierung f ist orthogonal < F = 0.

Beweis Gleichung (H). O

Die erste Fundamentalform einer orthogonal parametrisierten Fliche ist also von der Form: Edu? +
Gdv?.

8.2 Die Gau3-Abbildung und die zweite Fundamentalform

Definition 8.8 (Gau83-Abbildung) Sei f : U — R? eine Immersion, d.h. fy, f, € T,M sind linear
unabhingig in jedem Punkt der Fliche. Definiere das Einheitsnormalenfeld N : U — S? als

Ju X fo
N:=———.
[ fu x foll

Da f,, und f, eine Basis von T,M bilden, ist N L w Yw € T,M. N heifst GauB-Abbildung der Im-
mersion f.

Definition 8.9 (Orientierte Aquivalenz) Zwei Immersionen f : U — R? und J?: U— R3 heifien
orientiert dquivalent, wenn ein Diffeomorphismus ¢ : U — U, (@,v) — (u,v) existiert mit:

f=fop

und

Ju  Qdu Oudv OuOv

Proposition 8.4 Die Gaufi-Abbildungen von zwei orientiert dquivalenten Immersionen f, fsind gleich,

d. h. N=Nop.

Beweis

fax fo

(h%+ﬁ%%ﬂh%+ﬂ%)
oudv Oudv
= (%8_’6_%6_5>(f“xf”)
N >0
= N=N.

O

Definition 8.10 (Orientierbarkeit von Flichen) FEine Fliche heifit orientierbar, wenn man ein
glattes Einheitsnormalenfeld auf M finden kann.

Beispiel 8.2 Es gibt kein glattes Einheitsnormalenfeld auf dem Mobiusband, also ist es nicht orien-
tierbar.

Es gilt: glatte Parametrisierung & orientierbar = glatt parametrisierte Gaufi-Abbildung.
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Definition 8.11 (Differential) Als Differential einer glatten Abbildung f : M — M zwischen zwei
Mannigfaltigkeiten bezeichnet man die Abbildung

dpf:T,M — Tf(p)]T/[/7 peM
v = dpf(’U),
welche wie folgt definiert ist:

SeiveT,M=3v:(-¢,e) =M, v(0)=p, v (0) =v.
Dann ist fo: (—c,&) — M mit f (y(0)) = f (p) und

Die GauB-Abbildung N : M — S? bildet die Mannigfaltigkeit M auf die Mannigfaltigkeit S? ab, also
dpN : TyM — Ty()S*. Aus elementarer Geometrie folgt, dass T, M und T, S? parallel sind. Also
konnen sie identifiziert werden. Wir betrachten

d,N : T,M — T,M
T p)S®

T,M

~

Proposition 8.5 Das Differential d,N : T,M — Tp,M der Gauf-Abbildung ist eine selbstadjungierte
lineare Abbildung:
YV w,wy € TpM : (dpN (w1) ,w2) = (w1, dpN (w2)) .

Beweis Betrachte eine orientierbare parametrisierte Fliche (u,v) — f (u,v) € R3, dann ist (fy, fu)
eine Basis von T, M. Stelle also wy,wy dar als w1 = 21 fy, + y1 fu, w2 = 22 fy, + y2.fy,. Damit gilt

dpyN (w1) = dpN (21 fu+v1fo)
z1dp N (fu) + y1dp N (fo)
= x1]\~]u —I—ylﬁv mit N = No f.

Also

<de(U)1),’LU2> = <I1Nu+ylﬁvyx2fu+y2fv>

= x1T2 <J\~fu, fu> +| 21Y2 <j\7u7fv> + x2y1 <Nv7fu> +Y1Y2 <j\7v7 f'u>

)
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und analog

(wi,dpN (w2)) = x172 <Nu, fu> +| z211 <J\7u, f'u> + z1Y2 <Nv7fU> +y1y2 <Nv7 f'u> .

(2

Zu zeigen: (1) = (2) d.h. <]\~]u, fv> = <Nv,fu>.
Wir wissen:

@ﬁﬂ>:oé<ﬁmﬂ>+<ﬁj@>:o
@ﬁh>:0¢<ﬁmﬁ>+<ﬁjﬁ>=0

Da f glatt ist, gilt:

fuo = Fou = (Nus fu) = = (N fou) = = (N, fun) = (Nos fu).

Definition 8.12 (Zweite Fundamentalform) Die symmetrische Bilinearform

I, : T,M x T,M — R

definiert durch

1T, (w1, we) = = (dpN (w1) ,w2),

heifst zweite Fundamentalform von M in p.

Bemerkung Wie fiir die erste Fundamentalform definiert man auch fiir die zweite Fundamentalform
eine quadratische Form:

I,:T,M — R
w = = (dpN(w),w),.
Analog zur 1. Fundamentalform in einer Parametrisierung definiert man

hp (w1, w2) = I, (dg f(w1), dq f (w2))

und erhélt die Darstellung
1 du® 4 2m dudv + n dv?

wobei
I = _<Nu7fu>
— _<Nu7fv>:_<Nvufu>
n = _<N’U7 f'u>
Interpretation:

Sei v : (—e,e) — M nach der Bogenlinge parametrisiert, T = 4. Durch die Gauf-Abbildung auf M
wird v zu einer gerahmten Kurve (v, N). Sei v (0) = p € M,~' (0) = w € T, M. Dann ist

I, (w) =1, 0) = —{dyoN " (0).7(0))
= —(N'(0),7(0)) = — (N, T) = (N, T")

K.
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Definition 8.13 (Richtung) v € T,M mit INP(U) = (v,v) =1, heifft Richtung auf M in p.

M

Korollar 8.6 Sei M eine orientierbare Fliche mit Gauf$-Abbildung N. Der Wert der zweiten Funda-
mentalform von M in p € M ist fiir eine Richtung v € T,M gleich der Krimmung s einer reguldren
gerahmten Kurve (v, N) die durch p = ~(tg) geht und tangential zu v ist, d.h. v =~'(to).

Korollar 8.7 Alle durch die Flichennormale gerahmten Kurven auf einer Fliche M, die in einem
gegebenen Punkt p € M dieselbe Tangente haben, besitzen in diesem Punkt die selbe Krimmung k.

Kanonische Konstruktion einer solchen Kurve: Betrachte den Schnitt von M mit der Ebene
E =p+span{v,N (p)}.

Die Schnittmenge heifit Normalschnitt von M bei p langs v.
Eine entsprechende parametrisierte Kurve liegt also in F und ist somit eine ebene Kurve. Fiir ihre
Kriimmung gilt x = I, (7' (0)).

8.2.1 Kriimmungen einer Fliche

Definition 8.14 (Normalkriimmung) Fir eine Richtung v € T,M heifit INIp(v) Normalkriimmung
von M in Richtung v im Punkt p.

Bemerkung Nach Korollar ist die Kriimmung x einer durch die Fldchennormale N gerahmten
Kurve (v, N) auf M im Punkt p = v(t9) gleich der Normalkriimmung in Richtung +/(t) in p.

Als néchstes werden wir besondere Kriimmungen einer Fliche charakterisieren:

Da d,N : T,M — T, M selbstadjungiert ist, ist die darstellende Matrix diagonalisierbar und es existiert
eine Orthonormalbasis eq, ex € T, M aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten —A und —pu:

de(el) = —)\61
dpyN (e2) = —pes.

Definition 8.15 (Hauptkriimmungen) A und u heiffen Hauptkriimmungen in p. Die zugehdrigen
Richtungen heiffen Hauptkriimmungsrichtungen.

Bemerkung

e Die Vorzeichen sind so gewihlt, dass eine Kriimmung der Flédche in Richtung der Normalen positiv
genannt wird.

N
N
M\l/
positive Kriimmung negative Kriimmung

e )\ und p sind invariant beziiglich e; — —e;, @ =1,2.

Eine Orientierungsdnderung éndert jedoch die Kriimmungen:
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A = =
po—

N—--N =

Satz 8.8 (Euler-Formel fiir Kritmmung in bestimmter Richtung) Seienei,es € T,M die Haupt-
krimmungsrichtungen und A und p die zugehorigen Hauptkrimmungen. Dann ist die Normalkrimmung
in Richtung

e(p) =cosyper +sinp ey

gegeben durch

k(@) = Acos? ¢ + psin? .

Beweis

I, (e (¢)) = —{dpN (e (¥)) e (9))

dp N linear

—(cos pd, N (e1) + sin pd, N (ez2) , cos peq + sin pey)

DeL Ak ) cos? © + psin® .
O
Korollar 8.9 Sei A > u. Dann gilt V ¢ :
A>k(p) > p, bzw. A =maxk (p), p=mink (p).
@ @
Beweis
k() = Acos® o+ psin®p = p(cos?p+sinp)4cos? o (A —p) > p
-1 >0
= Atsino(p—A) <A
—_———
<0
N
T
A und p sind also Maximum und Minimum der Normalkriimmung in p.
Da e; L es, stehen die entsprechenden Schnittebenen senkrecht aufeinander. O

Definition 8.16 (Gaufische Kriimmung und mittlere Kriimmung)
K :=M\u

heifst Gaufische Kriimmung in p.
1

H:=-
2

(A+ )

heifit mittlere Kritmmung in p.
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Dadurch erhélt man Klassen von Fliachen mit konstanter mittlerer oder Gaufscher Kriimmung.
Definition 8.17 (Minimalflichen) Flichen mit H =0 heiffen Minimalflachen.

Definition 8.18 (Punkte auf Flichen) FEin Punkt in p € M heifit

1. elliptisch, wenn K (p) > 0

2. hyperbolisch, wenn K (p) <0

3. parabolisch, wenn K (p) =0, H(p) Z0 (A=0, p#0)
0=H

4. Flachpunkt, wenn K (p) = (p) A=0=p).

Bemerkung Die Klassifizierung hingt nicht von der Orientierung ab. Es gilt:

1. Elliptischer Punkt

< beide Hauptkriimmungen haben dasselbe Vorzeichen
< K (p) ist entweder grofier 0 oder kleiner 0 V¢
= Die Fliche liegt auf einer Seite der Tangentialebene.

2. Hyperbolischer Punkt

< A und p haben verschiedene Vorzeichen
& die Tangentialebene schneidet die Flache.

A>0

€1

7N

3. Parabolischer Punkt
Beispiel: Zylinder
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4. Flachpunkt
Nicht triviales Beispiel:

A

Definition 8.19 (Nabelpunkt) FEin Punkt p € M heifst Nabelpunkt, wenn eine (und damit jede)
der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

1. Die beiden Hauptkrimmungen in p sind gleich (A = p)
2. dpN (v) = —Xv, Yv € T,M
3. Alle Richtungen in p sind Hauptkrimmungsrichtungen

4. Die Normalkrimmung ist konstant fiir alle Richtungen.

Satz 8.10 Sind alle Punkte einer zusammenhdngenden Fliche M in R? Nabelpunkte, so ist M entweder
in einer Sphdre oder in einer Ebene enthalten.

Beweis Zu zeigen ist, dass die Kriimmung konstant ist:
Sei also f : U — M eine Parametrisierung der Fliche. Da alle Punkte p € M Nabelpunkte sind, gilt
dpN(w) = =A(p)w

fiir alle Vektoren w = wy f,, + wafy, € T, M, wobei X eine reellwertige differentierbare Funktion ist, die
Kriimmung in Richtung w.

Wir koénnen obige Gleichung schreiben als
w1 Ny, + woe N, = —)\(wlfu =+ ’waU).
Da dies fiir alle Vektoren w gilt, wissen wir

Nu = _)\fu
N, = =MAfy.

Wenn man diese Gleichungen entsprechend differentiert und voneinander subtrahiert, erhélt man
Aufo = Avfu=0.
Da f, und f, linear unabhingig sind, muss gelten
Auw =Xy =0,

somit ist A\ also konstant. (|
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8.3 Besondere Parametrisierungen

Definition 8.20 (Kriimmungslinie)

e Hat eine requlire Kurve v : [a,b] — M die Eigenschaft, dass die Tangente an v in allen Punkten
p € Sp(7y) eine Hauptkrimmungsrichtung in p ist, so heifst v Kriimmungslinie von M.

Hauptkriimmungsrichtungen

e FEine Parametrisierung f : U — M, (u,v) — f(u,v) heifft Kriimmungslinienparametrisierung
der Fliche M, falls alle Parameterkurven Krimmungslinien sind.

Satz 8.11 FEine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Kurve vy auf M eine Kriimmungslinie
von M ist, lautet

N'(t) = =A(t)y' (t)
fiir jede Parametrisierung der Spur von 7y, wobei
N (t) := N (y(t)), N :(a,b) — S* X(t) glatt.

In diesem Fall ist A (t) die Hauptkrimmung der Fliche in Richtung ' (t).

Beweis
zu notwendig: v sei eine Kriitmmungslinie und nach der Bogenlénge parametrisiert.

Also ist v := 7/(t) Hauptkriimmungsrichtung fiir alle ¢, und in jedem Punkt p € Sp(v) ist
d,N (v) = —Av. Einsetzen ergibt:

N'(t) = =AY (1)
Da d, N linear ist, gilt dies auch fiir jede andere regulére Reparametrisierung von +.

zu hinreichend: Fiir alle p € Sp(y) gelte die Gleichung
N'(t) = d,yN (7' () = =A(@®)Y' (t).

Also ist 7/(t) Eigenvektor von d. N fiir alle ¢ und somit Hauptkriimmungsrichtung. Auf-
grund der Linearitét gilt dies wieder fiir alle reguldren Parametrisierungen und A ist Haupt-
kriimmung.

Definition 8.21 (Asymptotenlinie) Seip € M.

o Eine Richtung v € T,M heifit Asymptotenrichtung, falls die Normalkrimmung der Fliche in
dieser Richtung Null ist.

e v: (a,b) — M heifit Asymptotenlinie (Asymptotenkurve) < ' (¢) ist Asymptotenrichtung V t.
< In jedem Punkt p € Sp(y) ist die Tangente an v der span einer Asymptotenrichtung.
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e FEine Parametrisierung f : U — M, (u,v) — f(u,v) heifst Asymptotenlinienparametrisierung der
Fliche M, falls alle Parameterkurven Asymptotenlinien sind.

Bemerkung Asmyptotenrichtungen existieren nicht in elliptischen Punkten (beide Hauptkriimmungen
haben das gleiche Vorzeichen).

Definition 8.22 (Konjugiert) vi,vs € T,M heiflen konjugiert, wenn II, (v1,v2) = 0.
Korollar 8.12

1. Hauptkriimmungsrichtungen sind konjugiert

2. Eine Asymptotenrichtung ist zu sich selbst konjugiert.
Beweis

1. Die Hauptkriimmungsrichtungen sind Eigenvektoren von d,, /N und stehen senkrecht aufeinander.

2. Fiir eine Asymptotenrichtung v gilt per Definition II,(v,v) = 0.

8.3.1 Die Weingarten-Gleichungen

Wir werden nun die Gauflsche- und die mittlere Kriimmung durch die Koeffizienten der ersten und
zweiten Fundamentalform darstellen, und anschliefend Kriimmungs- und Asymptotenlinien nochmals
genauer charakterisieren:

Sei f:R?2D> U — R3, (u,v) — f(u,v) eine Immersion, und N : R? > U — $?, (u,v) — N (u,v) die
GauB-Abbildung, gegeben durch
fux fo

N (u,v) = m(u,v).

N, und N, liegen in der Tangentialebene, lassen sich also in der Basis (f,, f,) ausdriicken:
Ny ai; a1 Ju | (AB) =BT AT ai; a2
= — = Nu,Nv = —Uus Jov .
(N'u) (alz a22)(fv> ( ) (Fur £2) as  ag2
Definition 8.23 (Weingarten-Gleichungen) Die Gleichungen
Nu = _allfu_a21fv

N’U = _a12fu _a22fv

heiffen Weingarten-Gleichungen.

Gesucht sind nun die Koeffizienten der Matrix A = (ZH Zu>.
21 @22

Bemerkung Da d,N(f,) = N, und d,N(f,) = Ny, ist —A gerade die darstellende Matrix des Diffe-
rentials der Gaufi-Abbildung in der Basis (fu, fv)-

Wir wissen bereits:
I =F du® + 2F dudv + G dv?, wobei

E = <fuafu>
F = <fuafv>
G = <fvvf'u>
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II =1 du? + 2m du dv + n dv?, wobei

l = _<Nu7fu>
= — (Nu, fo) = = (Nu, fu)
n = —<N'U7,f'u>-

Unser Ziel ist nun a;; aus I und II zu erzeugen:
( l m ) — _( <Nu7fu> <Nu;fv> )
m n <Nuv.f'u> <N'Uaf’U>
- ( ) uuf'u)
ail G2
a1 a9 ( ) fuaf’U)

(
)

an a21) ( (fus fu) <.fuafv>)
)

a12 a2 fuafv <fv7f'u>

(Fa)
()7 a)

a1l Qg1
a12 a2
1 Il m G -F
EFG—-—F2\ m n -F F
o [ @1 a2 _ 1 G -F I m
a1  G22 EG—-F2\ —-F FE m n )

Zusammen mit den Weingarten-Gleichungen erhélt man somit Folgendes fiir die Gaufische- bzw. mitt-
lere Kriimmung;:

ailr a1
a12 a2

Il
7~ N7 N7 N

Also

Lemma 8.13

In —m?

K =56

und
111G+ nE —2mF

H=5—Fc r=

Beweis Sei A die darstellende (Diagonal-)Matrix von d,N in der Basis (e1, e2) welche wir in Definition
BI3 verwendet haben. Somit ist
i -A 0
=0 )

Also K = detA, H = ——tr(A). Da die Determinante und die Spur unter Basistransformationen erhalten
bleiben, gilt nach der vorigen Bemerkung also auch

1
K =detA, H = 51%7“(/1).
Einsetzen liefert dann die Formel. O

Bemerkung Die Hauptkriimmungen A und p sind die Losungen der Gleichung 22 — 2Hx + K = 0,

und somit
Mpu=H++VH? - K.
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Also sind die Hauptkriimmungen differenzierbare Funktionen (ausser an isolierten Nabelpunkten).

Wir reformulieren nun die Definition fiir Kriimmungs- und Asymptotenlinien:

Definition 8.24 (Differentialgleichungen der Kriimmungs- und Asymptotenlinien)

i) Fine Kurve v(t) = (u(t),v(t)) im Parameterbereich heifst Kriimmungslinie, falls

Ay (8) = MDY (8).

Einsetzen liefert:

(Gl — Fm)u' + (Gm — Fn)v' = M/ (EG — F?)
(Em — Fl)u' + (En — Fm)v" = M/(EG — F?)

= (Em — F)(«')? 4+ (En — GD)u'v' + (Fn — Gm)(v')? = 0.

Dies 1ist die sogenannte Differentialgleichung der Kriimmungslinien. Man kann sie symmetrisch

als
(U/)2 —ul (u/)2
E F G |=0
l m n
schreiben.

it) y(t) = (u(t),v(t)) heifft Asymptotenlinie, falls
I(y'(t),7'(t)) = 0.
Man erhdlt die Differentialgleichung der Asymptotenlinien:

I(u)? + 2mu'v’ + m(v')? = 0.

8.3.2 Parametrisierungen & Vektorfelder

Definition 8.25 (Vektorfeld, Integralkurve)
Sei M C R™ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fine glatte Abbildung

X:M—-R" X(pel,M YpeM
heifst Vektorfeld auf M.

Eine Kurve 7 : [a,b] — M heifit Integralkurve oder Trajektorie des Vektorfeldes X, falls
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Bemerkung Ist ¢ : M — N, ¢(p) = ¢ ein Diffeomorphismus zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und X
ein Vektorfeld auf M, so ist
X(9) == dpp(X (p))
ein Vektorfeld auf N.
Ist ausserdem 7y : (—¢,e) — M Integralkurve von X mit v(0) = p, so ist
Yi=¢poy:(—g,e) > N

Integralkurve von X mit 5(0) = q.

Satz 8.14 Sei X ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M und p € M. Dann gilt:

a) Es existieren € > 0 und eine Trajektorie vy, : (—e,e) — M mit v,(0) = p.

b) Es existieren eine Umgebung V.C M von p, € > 0 und eine C®°—Abbildung ¢ : V x (—¢,e) — M,
so dass

Y(g,7) =g (—5,6) = M
die Trajektorie von X ist, fir die gilt v4(0) = (q,0) =q V qge V.
Das heif$t die Trajektorien gehen glatt in einander iber.

Beweis Ohne Beweis. O

Beispiel 8.3

s = (Gt ) (4)
) = (Sl st
S
(

S v0)> X (Yao.w0) (1))

Vo

, B —(sin(t)ug + co
V(uo,vo)(t) - ( cos(t)ug — sin

Lemma 8.15 Sei X ein Vektorfeld auf einer 2-Mannigfaltigkeit M (d.h. dim M = 2), und p € M ein
Punkt mit X (p) # 0. Dann gibt es eine Umgebung V.C M wvon p und eine glatte Funktion g : V — R,
so dass gilt:

1) Fiir jede Trajektorie v : (—e,e) — V won X ist g oy = const
2) dpg#0 ¥YpeV.
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V

\
Das heifit es gibt eine C°°— Funktion aufV mit nicht
verschwindender Ableitung, deren Niveaulinien gera- 9(a) ) )
de die Trajektorien von X sind. Trajektorie

p
Richtung transversal zu
~~——"allen Trajektorien

Beweis Ohne Einschrinkung sei M = U C R? eine offene Menge welche p = (0,0) enthilt, und es
gelte X (p) = (1,0) (kann man durch einen Diffeomorphismus erreichen). Sei ¢ : V x (—¢,e) — U wie
im obigen Satz BT Wihle § > 0 so klein, dass {(0,v) : v € (=§,0)} C V, und definiere:

@i (—e,e) x (=0,8) = U, o(t,v) :=1((0,v),1).

Nun gilt:
2(0.0) = (0.0)=p
P00 = 00 = gie| =0
PO = 00 = 5@ | = 0w = X0) = (10)

Also ist d(g,0yp = 1.
Der Satz iiber inverse Funktionen liefert:
3 Umgebung V CV von p, so dass

© ‘7:17—>g0(1~/)=:V

ein Diffeomorphismus ist.

Sei (T(u’ U)’ g(u’ U)) = (p_l(uﬂ U) fiir (uﬂ ’U) € ‘77 also ist 90( (’U,, U)u g(uu U)) = 7(0,9(u,v)) (T(ua U)) = (u; U)
und somit liegt (u, v) auf der Trajektorie durch (0, g(u,v)).
Schlieflich gilt, dass d,g # 0, da det(dpp~') # 0. O

Definition 8.26 (Erstes Integral) Die Funktion g aus Lemma [BZ3 heifst (lokales) erstes Integral
des Vektorfeldes X in einer Umgebung von p.

Satz 8.16 FEs seien X undY zwei Vektorfelder auf einer 2-Mannigfaltigkeit M, welche in einem Punkt
p € M linear unabhingig sind.

Dann ezistiert eine Parametrisierung einer Umgebung U C M wvon p, so dass die Tangenten der
Parameterkuven durch q € U parallel zu X (q) bzw. Y (q) sind.

Beweis Es sei V' eine Umgebung von p, so dass die ersten Integrale g und i von X und Y existieren.
Definiere nun

Dann gilt:
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Es gilt a(p) # 0 # b(p), da X und Y in p linear unabhéngig sind und d,h(Y") = dpg(X) = 0, aber d,h #
0 # dpg. Also ist dpp nicht singuldr und ¢ ein lokaler Diffeomorphismus.

Es gibt also Umgebungen U C M von p und W C R? von ¢(p), die diffeomorph sind.

o amun
PR - [
r

il

o~ 1 ist die gesuchte Parametrisierung. O

Korollar 8.17 (Orthogonale Parametrisierung) Zu jedem p € M gibt es eine orthogonale Para-
metrisierung einer Umgebung U von p.

Beweis Betrachte zuniichst eine beliebige Parametrisierung f(u,v).
Definiere:

F
X :=fy, Y i=— (E) fu+ fo,s

wobei E, F' die Koeffizienten der ersten Fundamentalform sind. Dann ist X 1 Y V p € U. Die
Behauptung folgt also aus Satz O

Korollar 8.18 (Kriimmungslinien-Parametrisierung) FEs sei p € M kein Nabelpunkt. Dann ist
eine Krimmungslinienparametrisierung in einer Umgebung U von p méglich.

Beweis Nach der Bemerkung zu Lemma sind, unter der Voraussetzung das p kein Nabelpunkt
ist, die Hauptkriimmungen A, 4 und die Koeflizienten der Weingartenabbildung glatt. Definiere X,Y
durch:

AX = X = (Xl,XQ) = (—alg,all — )\)
AY = uY = (Y1,Ys) = (—ai2,a11 — W).
Also sind auch X und Y glatt und somit kann Satz angewendet werden. O

Korollar 8.19 (Asymptotenlinien-Parametrisierung) In hyperbolischen Punkten existieren lokal
Asymptotenlinienparametrisierungen.

Beweis Aus Korollar BT wissen wir, dass Asymptotenrichtungen zu sich selbst konjungiert sind, also
II,(X,X) =0, wobei II,, die zweite Fundamentalform ist.

Zu zeigen: Die Asymptoten-Vektorfelder sind glatt.
Sei also X solch ein Vektorfeld:

X = (X1,X2) = II,(X,X) =1X{+2mX; Xo + nX3 = 0.

Man erhélt
(X1,Xo) = (—m:l: m2 —lIn , l)

genau zwei Asymptotenrichtungen, da wir einen hyperbolischen Punkt betrachten und somit In —m? <
0. X ist glatt, da m,n,[ glatte Funktionen sind. O
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Bemerkung Diese Parametrisierungen sind nicht eindeutig, da die ersten Integrale nicht eindeutig

sind. Die Transformation
(g, )" = (Ag,ph)™ A p e R

erhilt die Parameterlinien und somit die Art der Parametrisierung.
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9 Der Satz von Gaufl

9.1 Gerahmte Flichen
Sei f : [a,b] X [¢,d] — R3 eine Immersion. Setze

Ju X fo
Ni=—
[ fu X foll

und ergénze zu einer Orthonormalbasis (X (u,v), Y (u,v), N (u, v)). Diese Wahl ist nicht eindeutig (Dre-
hung um N).

Definition 9.1 (Gerahmte Flichenstiicke) Man nennt (f,X,Y,N) ein gerahmtes Flichenstiick.

Im Folgenden werden wir Quaternionen wieder mit den R4 SU(2)-Matrizen identifizieren und nicht
zwischen ihnen unterscheiden. Zur Erinnerung:
Matrixdarstellung der Quaternionen

g=q + @l +@J+gakcl

entspricht

1 0 0 —1 0 -1 —i 0\ [qo—igz —qz—iq1\ _
qO(O 1>+Q1 (—i O)+Q2(1 O)+q3(0 i)_<QQ—iq1 do + igs —Q€R+SU(2)
und

R?* 2 TmH = {qg € H | g0 = 0} « su(2).

Wir wissen: sei (f, X,Y, N) nun eine gerahmte Fliche, dann gibt es eine Drehung ® : [a,b] X [¢,d] —
SU(2) mit

X = o710
Y 1T (9)
N = o7'Ko.

Bemerkung

e Wie zuvor ist ® nur eindeutig bis auf ® <« —.

e O erfiillt folgende Gleichungen:
. 1 (iw a
S, =UP mit U = 3 ~ )

. . 1 [fin b

mit U,V € su(2). Demnach sind w(u,v),n(u,v) € R und a(u,v),b(u,v) € C. Es gilt

w = (X,Y)
n = <XvaY>
a (Ny, X +1Y)
b = (N, X +iY).

Dies erhélt man aus den entsprechenden Ergebnissen fiir gerahmte Kurven mit (X,Y,N) <
(N,B,T).
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Nun lassen sich f,, und f, durch X und Y darstellen:

fu = —OéQX — Oély @

fo=—02X — 1Y =Y

@—1( _07

o mit afu,v) = ag + i

i
2)@  und Blu,v) = B+ ifs

Die Koeffizienten w, n, o, 3, a und b sind nicht unabhéngig! Es gibt verschiedene Vertriglichkeitsbedingungen,
so muss beispielsweise gelten

fuv - f'uu-
Das bedeutet:

fu =271 2,07 (G 5)0+ 7N (g, TIP+ 2T %E) Do

a

~—~
1% Vo
|
= fou=-010,07Y "o+ 1( 2 Py 1ot O P @, .
f (_50) (_5, ) (_50)
U Ud

Also
fu'u - fvu
V(58 +(

= 70
e (S V]85 =[S0 +(5 ).

Man erhilt somit folgende wichtige Gleichungen, bzw. Abhéngigkeiten:

ay —ina = [y, —iwf Strukturgleichung
ba —ba = af —ap Symmetriegleichung

Ebenso muf fiir den Rahmen gelten
(I)uv = (I)vu-

In diesem Fall erhalt man

Oy = U, &+ UD, = U, &+ UV
2 By =V, 0+ VP, =V, B+ VUD

o U,—V,+ {U,V} —0.

Und schliellich ist dieses System &quivalent zu

|
o

Wy — Ny — &(ba — ab) Codazzi-Gleichung
Gy — by +iwb—ina = 0 Gauj-Gleichung

Symmetrie- und Codazzi- sind reelle Gleichungen, Struktur- und Gauss- komplexe Gleichungen. Insge-
samt erhdlt man also 6 reelle Gleichungen fiir 10 reelle Funktionen.

Offenbar sind die Gleichungen fiir die Existenz der gerahmten Fliche notwendig. Es stellt sich die Frage
ob sie auch hinreichend sind?
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Satz 9.1 (Maurer-Cartan) Zu glatten Abbildungen

U,V :a,b] X [¢e,d] — gl(n,C)
gibt es genau dann eine eindeutig bestimmte Losung

® : [a,b] X [¢,d] — GL(n,C)

des AWPs
o, =Ud, ,=VP, P(ug,v9) =Py € GL(n,C)

falls
Uy — Vi + {U,V} —0.

Beweis Offenbar gilt: Jede Losung ®(u,v) erfillt U, — V,, + [U, V} =0, denn

B, = (UD), &1 =U, + UV
$,, 0 = (V®), & =V, + VU

:»UU—VML[U,V} —0.

Sei also U, — V, + [U, V} — 0 erfiillt.
Wir konstruieren eine Losung des Anfangswertproblems

¢, =Ud, &, =V, ®(ug,vy) =P

in zwel Schritten:

v
1. Definiere zunéichst ® : u — ®(u,vo) als die Losung des AWPs 8
IR N
~ ~ - IR
o, =UP, P(ug,vg) = Do. _'_l_'_'_'__'_'_:
L R B B | [
FrTTAT T
2. Fiir alle u € (a,b) definiere nun @ : v — ®(u,v) als die Losung o _TTT-:_:__:_:_':
des AWPs R i B Bl El el
D, =Vd, d(u,vp) = d(u,vo). I i
a uQ b

~

®(u,vg) ist eine glatte Funktion von v und die Losung der Differentialgleichung hingt glatt von der An-
fangsbedingung ab. Also ist ®(u, v) eine glatte Funktion von v und kann deshalb beziiglich u abgeleitet
werden. Zu zeigen: ®,, = U®.

Setze
G(u,v) := (@, — UD)(u,v).

Auf der Geraden v = vq ist G(u, vg) = 0.
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Weiter ist
G, = 0, -U0U,2-U9,

(®y)u — (U, +UV)D
= (Vo),— (U, +UV)®

(Vu—=U, —=UV)P4+ VO,
= V(®,-U2)

= VG
G(u,v) lost somit die lineare Differentialgleichung 1.0rdnung G, = VG mit der Anfangsbedingung
Gv=wv9)=0.
=G=0, &,=UP V(u,v).

Zur Eindeutigkeit:

Seien ®; und P, zwei Losungen. Definiere

S(u,v) == (5 01)(u,v).

Damit gilt
Sy = —0;'00,0,'0, + 01D, = —0, ' UD, + D, UD, =0
Sy, = .. =0 analog.
Da S(ug,vo) = I, ist S(u,v) =1 Y(u,v). O

Definition 9.2 (Kongruente Flichen) Zwei parametrisierte und gerahmte Flichen f und fheiﬂen
kongruent, wenn es eine euklidische Bewegung

(Q,q) € SU(2) x su(2)
gibt, mit

i) f=Q'fQ+q
i) (N,X,Y)=Q (N, X,Y)Q.

Lemma 9.2 Zwei kongruente parametrisierte gerahmte Fldchen besitzen die gleichen Koeffizienten
a767a7b7w777'

Beweis Dies folgt direkt aus

(fur for X. Y, N) = Q7 (fu, fo, X, Y, N)Q.
O

Korollar 9.3 Seien a,b,a, 3,w,n so, dass Gauf-, Codazzi-, Struktur- und Symmetriegleichung erfillt
sind. Dann gibt es eine bis auf Kongruenz eindeutig bestimmte gerahmte parametrisierte Fldiche mit
diesen Koeffizienten.

Beweis Lose &, =U®, &, =V,

Dies ist eindeutig bis auf & — ®Q, Q € SU(2).

Damit ist auch der Rahmen X, Y, N eindeutig bis auf (X,Y, N) — Q~ (X, Y, N)Q.

Also sind auch f, = ®71( % ¢)® und f, = d71( _OB g)fb eindeutig bis auf (fu, fo) — Q1 (fu, f0)Q-
Das System f, = A, f, = B ist vertriglich: A, = By,.

Also ist die Immersion f(u,v) eindeutig bis auf

f=Q7'fQ+4q, gesu(2).
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9.2 Der Satz von Gauf

Sei (f, X,Y, N) eine gerahmte Fliche, f : M = [a,b] X [¢,d] — R3. Die Koeffizienten:

a = i{fu, X +1iY) (o= a1 +ias, a; = —(fu,Y), as = —{fu, X))
B = ilfo,X+iY)  (...)

a = (Ny,X+1iY) (..)

b = (N, X +1iY) (...)

w = (X,,Y)

n o= (X,Y)

erfiillen die Vertraglichkeitsbedingungen

Qy — By = ina — iws Stukturgeichung
ba — ba = aff —af Symmetriegleichung
Wy — Ty = %(b& —ab) = biag — aiby Gaufl — Gleichung
Gy — by +iwb —ina =0 Codazzi — Gleichung.

Zur Matrizdarstellung der Weingartenabbildung A, .):

X (u,v),Y (u,v), N(u,v) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis. Bezeichne mit
P:=RX(u,v)+RY (u,v)
die von X und Y aufgespannte Ebene. Betrachte nun die Differentiale
df : TyyR* — P
dN : T wR* — P
Wir wiihlen die Basen (e1,e2) in T{,,,)R* = R? und (X,Y) in P. Beziiglich dieser Basen gilt
( ) = fu:_OéQX—Ofly
df(e2) = fo=—[X (Y
( ) = Nu = CLlX — CLQY
d/N(eg) = Nv = le — b2Y

Die Differentiale df und dN lassen sich also schreiben als
—ay  —f ar b
f ( —a1 —f )’ ( —az  —bo >

die Matrix der Weingartenabbildung ist dann

-1
Ay = —(df) 1IN = ( zj gf ) ( _GSLQ _bzl,z )

Fiir die Gauflsche Kriimmung gilt somit

biaz — aibs

K=detA = .
A u) o1 — a1 32

Lemma 9.4 Zwei Immersionen f, f M — R3 seien isometrisch, das heifit die 1. Fundamentalformen

sind gleich (E = E,F=F,G= G). Weiter sei (X,Y,N) ein Rahmen von f. Dann g¢ibt es einen

Rahmen (X,Y,N) von f, so dass
(5 5)=(5 5)
Bo Br) \ B B )’
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Beweis Es gilt

- (5 ) ()
B =2 —fh Y
mit

Insbesondere ist

0 X
(b 7) = (F)- )
= s(f) (o onE
E F
- B(F G)BT
Setze N N
E_B,<)f>:_1§<@>undzv XxY
Y fo
Es gilt
(1) 500 a() 5 e
— B E F nT
B B(ﬁ é)B
= B(lff Z)BT
_ 10
B 0 1)
Also ist X, Y, N der gesuchte Rahmen. O

Satz 9.5 (Theorema Egregium (Gaufl)) Die Gaufische Kriimmung einer Fliche ist invariant un-

ter lokalen Isometrien. _ _
f, [ isometrisch = K = K.

Bemerkung Die Definition der Gaufischen Kriimmung hat wesentlich die Lage einer Fliche im Raum

gebraucht. Es ist bemerkenswert, dass diese Gréfe nicht von dieser Lage sondern nur von der metrischen
Stuktur (1. Fundamentalform) abhéngt.

ﬁﬁ

Beweis Nach der Formel fiir die Gaulkriimmung gilt:

B bias — aibs GauB-Gl. Wy = Ty

b —aife af—aifBe’
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Die Stukturgleichung ergibt
a1y — Bru = —naz + we o —az 2 n\ _ ([ % — B1u
a2y — By = nar —w aq -6 w a2y — Bou '
mit det (_aof _ﬁﬁzl) # 0, weil die Vektoren f, und f, linear unabhéngig sind.
Also sind 7 und w Funktionen, die nur von a1, as, 81, 32 abhingen, die Gausche Kriimmung héngt
somit nur von « und [ ab.

Nach Lemma[@Alkann man fiir isometrische Flichen o und g gleich wiihlen = die Gaufsche Kriimmung
ist invariant unter lokaler Isometrie. O

Bemerkung Wie werden keine expliziten Formeln fiir K durch E, F und G im allgemeinen Fall ange-
ben, da es leichter ist konkrete Fille zu betrachten.

Satz 9.6 Sei f : M — R? eine orthogonale Parametrisierung, also {f., f,) = 0. Seien E = {fu, fu)
und G = (fy, fv) die Koeffizienten der zugehorigen ersten Fundamentalform. Dann ist die Gauflsche
Krimmung gegeben durch

1 E, Gy
K=—-———— +
e (77e), * (77a).)
Beweis In einer orthogonalen Parametrisierung kann man die Basis X, Y so wéhlen, dass
fu=—aX, f, ==51Y ,ag,p1 >0, also ay = 32 = 0.
Die Koeffizienten der 1. Fundamentalform sind dann
E = (fu, fu) = a5 und G = (fy, f») = f.
Also hat man oy = \/E, 01 = VG und fiir 1 und w erhélt man
VE 0 N (nm\_( VG, . "=
0 VG w VE, =L

2VE
Fiir die Gauflsche Kriimmung gilt somit

K== wvee (72e).* (725))

9.3 Flidchen mit konstanter negativer Gaufischer Kriimmung

Sei f: M — R? eine Asymptotenlinienparametrisierung einer immersierten Fliche. Das bedeutet f,
und f, sind linear unabhéngig und II(f,) = (Ny, fu) = 0= (Ny, fo) = I (fy).

Unter der Voraussetzung, dass die Gaufische Kriimmung konstant und negativ ist, kénnen wir den
euklidischen Rahmen so skalieren, dass K = —1.

Wir bezeichnen durch ¢ € (0,7) den Winkel zwischen den Asymptotenlinien und wihlen die Basis X,Y
so, dass

fu = pcos gX—i—psingY

fo = qcos%X—qsin%Y.
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Die Koeffizienten der 1. Fundamentalform sind damit
2¥ 2P

E = p?, F=ypq (cos 5 — sin 5) = Pq cos p, G = ¢

Weil f(u,v) Asymptotenlinienparametrisierung ist, sind die Komponenten der 2. Fundamentalform

I = _<fuu Nu> =0
n = _<fva Nv> =0
m = —(fu,No) = —(fu, Nu).
Also erhélt man fiir die Gaufische Krimmung:
K = -1
Lemma £ [n—m*
N EG — F?
- p2q2 — p2q2 cos? ¢
m2
- _p2q2 sin? o
& m = Epgsin .

Falls notig vertauschen wir die Koordinaten u, v, so dass

m= _<fu7N’U> = _<fU7Nu> qusmcp
In der Darstellung (X, Y, N) « ®~1(Z, J,K)® erhalten wir

oz v (0 1 90 —i
ip® (cosz<1 O)+Sln2<i O))@
e’ig
_' _1 )
ip® ( oi% 0 ><I>
_ —1 . ei
fv = 1q® ( el 0 )(I)

a1
N = 1P (O -1 (I)u

L e . e
o= —ipe 'Z, 0 = —ige'=.

fu

(MY

©l6

o

und damit

Die Vektoren N, und f, sind orthogonal, (N,, f,) = 0, daraus folgt
0 e %
_ -1
N, =¢&P ( _ei% 0 )<I>.
Den Koeffizienten £ berechnet man mittels
—pgsing = (Ny, fy)
1
= _itr (Nufv)

g€ 0 % 0 e
= —t’]" s o i
2 —e'2 0 e '3 0

= %(—22’ sin p)
= ¢€singp

= =D,

98
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also o
0 e 'z
N — —pp-1
u — pr) ( . i% O ) ‘I)

Analog erhélt man

_ -1 0 e's
N, = q® < TR &
Die Koeffizienten a = (N,,, X —¢Y) und b = (N,, X — 1Y) berechnet man mit Hilfe von
) (0 0
IT—-iJ = -2 ( 10 )
v o[ 000
= X —iY = 2i® ( 10 .
also
1 : _ 0 e 0 0 -
a = —gtr(Nu(X—zY))——zp-tr [< i 0 > < 1 0 )] = —ipe "2
1 @
b = —5‘51" (Ny(X —iY)) = ige'=
Also gilt
a=—ipe 'z, = —ige"z a=a
a=—ipe”'%, b=ige's ' B =-b.

Die Symmetriegleichung ist also automatisch erfiillt.

Die Strukturgleichung und die Codazzi-Gleichung geben uns:

ay —ina = —b, +iwb
a, —ina = b, —iwb
also gilt
a, —ima = 0 pv_%_in =0 Do =¢qu =20
{bu—iwb = 0}@{%4—“’%—2@ =0 < n=-2, w=% [

Dann sind die Gau3-Codazzi Gleichungen:
wy —nu +1Im(ba) =0 < puw —pgsing =0

Do =qu =10.
Nach der Bemerkung zu Begin von Kapitel lauten die zugehorigen Rahmengleichungen:
v - X i%v —ipe "%
2\ —ipe'z —i 5
yo— L % ety
2\ ige™'T %

Die Funktion
p=la] = [(Nu, X +1iY)]

héngt nur von u ab, p # 0, und
q = [b] = [(No, X +iY)|

héngt nur von v ab, ¢ # 0.

Man kann also die Fliche reparametrisieren (u — u(u), v — v(v)), so dass
p=q=1.

Dann ist die Gauf-Gleichung die Sinus-Gordon-Gleichung

Puy —sing = 0.

99
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Zusammenfassung: Die folgenden zwei Probleme sind dquivalent

1. Finde immersierte Flachenstiicke mit K = —1.

2. a) Finde Losungen ¢ : M — (0,7), M C R? der Sinus-Gordon-Gleichung
Pup = Sin Q.
b) Integriere die linearen Differentialgleichungen
e, =U9, ®, =V

und finde
® € SU(2)

wobei U, V € su(2) durch die Rahmengleichungen gegeben sind. Der Koeffizient ¢(u,v) von
U,V ist eine Losung der Sinus-Gordon-Gleichung. Damit hat man (X, Y, N) ~ fu, fo).

c¢) Integriere f,, f, und N und finde die Immersion f(u,v).

Bemerkung Was passiert, wenn ¢(u,v) eine Lésung der Sinus-Gordon-Gleichung ist und sin ¢ (u, v)
Nullstellen hat?

Die Rahmengleichungen lassen sich immer integrieren, das heifit man erhilt X,Y, N, f,, f, und f, aber
f(u,v) ist keine Immersion an den Nullstellen von sin ¢(u, v).

Definition 9.3 f : [a,b] X [c,d] — R? heifit Tschebyscheff-Netz, wenn |f.| = |f.| = 1.

Die Parameterkurven f(u,v = const), f(u = const,v) eines Tschebyscheff-Netzes sind nach der Bo-
genldnge parametrisiert und alle “Kanten” haben dieselbe Léange.

v
f
/—>
C R?
l C R?
U

Satz 9.7

a) Jede Fliche in R® mit K = —1 lisst lokal eine Asymptotenlinienparametrisierung f : [a,b] x

[c,d] — R3,die gleichzeitig ein Tschebyscheff-Netz ist, zu.

b) In diesem Fall ist N : [a,b] x [c,d] — S? ein Tschebyscheff-Netz.
Beweis

a) Oben haben wir gesehen, dass man die Parametrisierung f(u,v) so wiihlen kann, dass gilt

|fu|:p:|f1}|:q:1'
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b) In diesem Fall haben wir

9.3.1 Geometrie der Asymptotenlinien

Zur Erinnerung: Fiir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve « : [a,b] — R? mit Rahmen
(N, B,T =~") (d.h. positiv orientierte ONB zu jedem Zeitpunkt) hatten wir

N' = 7tB-—kT
B = —7N- nTl
T = kN +nB.

Der Rahmen heiit Frenet-Rahmen, wenn n = (T, B) = 0. Dann ist x = (T”, N) die Kriimmung und
7 = (N’, B) die Torsion. Achtung: N ist keine Fldchennormale!

Satz 9.8 Die Torsionen der Asymptotenlinien der beiden Familien f(u,v = const) und f(u = const,v)

eimner Fldche mit K = —1 sind
T(u) = —7(v) = —1.

Beweis Betrachte ¥(u) = f(u,v = const). Zeige:

N = N,
B = N
T = f

ist ein Frenet-Rahmen.

1. Es handelt sich um einen Rahmen:

Da wir eine Asymptotenlinienparametrisierung betrachten gilt (Kf , T> = (Ny, fu) = 0.
Nach Satz @7 kénnen wir dann |N| = |N,| =1 = |f.| = |T| annnehmen und es ist

EXT Koroll:ar 1

Also ist (Kf , E, T) eine positiv orientierte Orthonormal Basis zu jedem Zeitpunkt.
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2. Der Rahmen ist ein Frenet-Rahmen, weil fiir die Kriimmung 7 gilt
n = (I',B)
= - <Na §I>
= —(fu, Nu)
= 0.

Die Torsion ist gleich
7 = (N.B)
= _<J\~[7 §I>
= _<Nuu Nu>
= -1

Analog erhilt man, dass (N = —N,,, B = N,T = f,) cin Frenet-Rahmen der Kurve § = f(u = const, v)
ist. Die Torsion ist in diesem Falle gleich

= (N',B)

- —(N,B)

(No, No)

1.

=)
|

Bemerkung Der Satz gilt auch im allgemeinen Fall.
Fiir die Torsion der beiden Asymptotenlinien durch einen Punkt einer Flache mit K < 0 gilt

T=+V|K]|.

Das Normalenfeld kippt:  nach links  nach rechts

=2

9.3.2 Lie-Transformationen

Die Transformation

1
Ap, -
p—Ap q_’/\q

erhélt die Sinus-Gordon-Gleichung
Puv — pgsing = 0.
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Sie dndert allerdings die zugehorigen Rahmengleichungen und die entsprechende Immersion

o, U(\)®
o, V()
1 1E8u —iApe 2
- - 2
oo = 3 (i )
1 —i% jlget
- = A
o = 5 (s )

1
f(u,v) - f(’LL,U,A) mlt |fu(u,1},A)| = )\p und |fv(u,’U,)\)| = Xq

Satz 9.9 (Lie) Jede Fliche f(u,v) mit K = —1 besitzt eine 1-Parameter Deformationsfamilie f(u, v, \).
Die Deformation (Lie-Transformation) erhdlt die Winkel ¢(u,v) zwischen den Asymptotenlinien, die
2. Fundamentalform m = pgsin ¢ und die Gaufische Kriimmung. Sie variiert die 1. Fundamentalform
wie folgt
1
EQ) =Xp%,  F(\) =pgeosp, GO = 15¢°

Beweis Wie zuvor ist

fulu,v,0) = —ixp®L(u,v,\) ( oif 6_05 ><I>(u,v,)\)
. e
folu,v,A) = —ﬁqqfl(u v, A) . D (u,v,A)
s Uy 2\ s Uy e—i% 0 s Uy
I 1 0
N(u,v,A) = —i® " (u,v, ) 0 —1 D (u,v, ).
Um die Immersion f(u, v, A) zu bekommen, mufl man die Ableitungen f, und f, integrieren. O
Im Fall K = —1 braucht man diese Integration nicht, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 9.10 Sei p(u,v) eine Lisung der Sinus-Gordon-Gleichung und ®(u,v,\) € SU(2) die zugehdirige
Losung der Rahmengleichungen der Lie-Familie. Dann ist die entsprechende Immersion gegeben durch

flu,v, ) =207 (u, v, /\)%fb(u, v, )

mit A = et. Fiir die Gauflabbildung gilt

N(u,v,\) = —i® (u,v, \) ( (1) _01 ) D (u, v, A).

Beweis Zu zeigen: f, und f, haben die obige Form.

Die Parameter u,v und ¢ sind unabhéngig und es gilt

fu = 2(07'®)),
= 2(®71), P + 201Dy,
= —207'9,0 ', + 201 (UD),
= —2071UD, + 207U + 201U D,
= 207 'U,D.
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Weiter ist

U oU o)
ot ox ot

Also gilt wie oben

_ —1 e_i%
fu = —we (e— 0 )‘I’
und analog
_ Mg 0 e
fv = )\(I) (e—ig 0 )(I)

O

Bemerkung Die Losung ®(u,v,A) héingt von der Anfangsbedingung ®o(\) = ®(ug,vo,A) ab. Die
Anderung der Anfangsbedingung ist dquivalent zu der Transformation

D(u,v,A) — D(u,v, \)R(A),
wobei R(A) € SU(2) nicht von u und v abhéngt. Fiir die zugehérige Immersion erhélt man

f—2R '@ Y®R); = 2R '®'®R+2R'R;
R 'fR+p ,Re SU(2),p=2R"'R; € su(2).

Die Anderung der Anfangbedingung ® — ®R bewirkt also eine euklidische Bewegung der zugehérigen
Fliche.



LITERATUR 105

Literatur

[1] Do Carmo, Differentialgeometrie von Kurven & Fléichen, Vieweg.

[2] Kiihnel, Differentialgeometrie von Kurven & Flédchen, Vieweg.



	Kurven in Rn
	Parametrisierte Kurven
	Drehung und Streckung in der komplexen Zahlenebene
	Immersierte Kurven
	Längen von Kurven
	Parametrisierung nach der Bogenlänge

	Ebene Kurven
	Krümmung ebener Kurven
	Geometrische Bedeutung der Krümmung
	Krümmung nicht nach der Bogenlänge parametrisierter Kurven

	Lokale Eigenschaften ebener Kurven
	Schmiegekreise

	Evoluten & Evolventen
	Kongruenz von Kurven

	Diskrete Kurven & Traktrixe
	Krümmung diskreter Kurven
	``Traktrixe''
	Traktrix einer glatten Kurve
	Traktrix einer diskreten Kurve


	Geschlossene Kurven
	Die Tangentenumlaufzahl
	Reguläre Homotopie geschlossener Kurven
	Der Satz von Whitney-Graustein

	Einfach geschlossene ebene Kurven

	Drehungen in R3
	Die Rotationsgruppe
	Eigenschaften von Drehungen
	Analytische Beschreibung von SO(2) und SO(3)

	Kontinuierliche Bewegungen
	Quaternionen
	Eigenschaften
	Matrixdarstellung
	Quaternionische Darstellung von Drehungen


	Gerahmte Kurven in R3
	Reguläre Homotopie geschlossener gerahmter Kurven
	Frenet-Kurven
	Kurven mit parallelem Rahmen

	Elastische Kurven
	Variationsrechnung
	N-dimensionale Verallgemeinerung

	Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung
	Lokale Extrema mit Nebenbedingungen
	Geometrische Interpretation
	Nebenbedingungen in der Variationsrechnung

	Elastica

	Parametrisierte Flächen und Mannigfaltigkeiten
	Parametrisierte Flächen
	Die erste Fundamentalform
	Die erste Fundamentalform in einer Parametrisierung

	Die Gauß-Abbildung und die zweite Fundamentalform
	Krümmungen einer Fläche

	Besondere Parametrisierungen
	Die Weingarten-Gleichungen
	Parametrisierungen & Vektorfelder


	Der Satz von Gauß
	Gerahmte Flächen
	Der Satz von Gauß
	Flächen mit konstanter negativer Gaußscher Krümmung
	Geometrie der Asymptotenlinien
	Lie-Transformationen



